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1. Un théoréme technique (4 propos du théoréme 4.19.)

Dans la suite, I’ensemble S € 7Z est fixé, on le supprime donc des notations,
ainsi on écrit D* au lieu de ¢D*. Comme en (4.5) on écrira D*(K,4+1) au lieu
de D*(zo,...,zpn). D*(K) désignera la DGA simpliciale qui en dimension n est
égale & D*(K,+1). Rappelons (Cf. 2.8) que I désigne 'idéal de D*(xo,...,z,)
engendré par les Y; et les w; pour 7 parcourant S. De méme I* designera 1’idéal
simplicial de D*(K) qui en dimension 7 est égal a I¥.

Si A est un k-module simplicial, on désigne par N(A) le complexe(de chaines)
normalisé associé, défini par N,(A) = N;>okerd; et de bord dy. Soit Z,(A) =
Ni>o kerd; C N,(A) le module des n-cycles de N(A). Si A est un module bi-
simplicial, on notera N',Z’ (resp. N”, Z") le normalisé et les cycles de A pour
la premiere (resp. la deuxiéme) structure simpliciale. Le foncteur N est exact.
Supposons que le complexe N(A) soit d’homologie nulle. Alors si la suite de
modules simpliciaux 0 — A — B — C — 0 est exacte, la suite de modules
0— Z(A) — Z(B) — Z(C) — 0 lest aussi.

Désignons par S™ la n-sphere i.e. le quotient du n-simplexe A,, par son (n — 1)-

squelette.

Théoréme 1. L'inclusion D*(SP) @ D*((S%) — D*(SP)@D*((S?) est un quasi-
isomorphisme dés que card (S) >p+q+4.
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La démonstration comprendra plusieurs étapes

Premieéres réductions. 1l résulte de (4.5) que l'on a la suite exacte suivante
(1) 0—=1, ® D (Kyq1) + D (Kpy1) ® Iy —

— D*(Kp+1) @ D*(Kg41) — D*(Ap) ® D*(Ag) — 0
ainsi que la suite exacte analogue avec ® au lieu de ®. Les inclusions naturelles

constituent de plus un morphisme naturel de la premiere suite exacte dans la

seconde.
Notons aussi la suite exacte
(2) 0=L, &I —1I, @ D(Kg1) ®D*(Kpt1) @ Ig —
— I, @ D" (Kg41)+ D" (Kpt1) ® I — 0,
qui de nouveau s’envoie naturellement sur ’analogue écrite avec les ®.

Or, en revenant aux définitions du produit tensoriel réduit et de D*(X), on
constate que, pour démontrer le théoreme 1, il suffit de montrer que ’inclusion

Z;Z;’(D*(A) ® D*(A)) — Z;)Z(’I'(D*(A) ® D*(A))
est un quasi-isomorphisme.
Nous allons donc montrer que par application du foncteur Z’Z” aux suites exactes
(1) et (2) on obtient encore des suites exactes de complexes de cochaines. Par
ailleurs, la cohomologie de
! rzll * S * ! 71! * S * * S *

7,7/ (D*(K) @ D*(K)) et de Z,Z,(I"®@D*(K) & D*(K) @ I*)
est nulle, ainsi que les termes analogues écrits avec ®. Le lemme des 5 ramene
donc la démonstration du théoreme 1 a celle de la
Proposition 1. Pour card (S) > p+q+4, Uinclusion Z,Z)(I* ® I*) — Z,Z,(I*®
I*) est un quasi-isomorphisme.
Pour montrer que ’on peut appliquer Z’Z"” en conservant 1’exactitude des suites
(1) et (2), il suffit de montrer que tout élément z € Z,Z;(I* @ I*) s’écrit z = do(
avec € N, 1 Z,(I* @ I*), et ce résultat lui méme est une conséquence facile de

la

Proposition 2. Pour card (S) > p + ¢ + 4, tout élément z € Z,Z//(I* ® I*)
s'écrit z = Y  u®wv avec u € Z,(I*), v € Zy(I*) les supports de u et de v étant
disjoints.
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La démonstration se fait en spécifiant le bidegré (i,j) des éléments de I* @ I*.
Pour i+ j > 0, la démonstration est facile, et n’exige d’ailleurs aucune restriction

sur le cardinal de S.

Démonstration de la proposition 1 (en admettant la proposition 2). Il résulte de

la proposition 2 que la suite
(3) 0— Zz/)Ztlzl(I* ® I*) — NZ’)Z(’]'(I* ® 1) — ZII)_1ZZ~,’(I* ®I*) =0

(o1 la surjection n’est autre que dp) est exacte. Montrons que 'on a H*(N, Z/(I* &
") =0.

L’ensemble des Ty, ®- - -®T,,, ., ol les T,, parcourent I'ensemble des {Ya,wqela €

S} forme une base de I; ® I, et le sous ensemble de ceux pour lesquels on a

{a, .. .,apt N {aptt, .-, aprgr1} =10

forment une base de I* ® I* : on dira qu’ils sont les monoémes admissibles. Un
élément z € N, Z;(I* ® I*) peut donc s’écrire, en utilisant cette base,

z= Z(YS ® Us + ws @ vs).
seS
Les conditions d,z = 0,djz = 0 pour 0 < a < pet 0 < b < g se traduisent par le
fait que us et vs appartiennent a Z, | Z7(I* @ I*). Par ailleurs, z est un cocycle

si et seulement si on a

Z(ws@)us—l—Ys@@us —ws ® vg) =0

seS
c’est a dire dus = 0 et us = Ov,. Mais alorson a 2z = 9} 4(Ys ®vs), et comme
les supports n’ont pas changé en passant de la premiere expression de z a la
seconde, on a Y (Ys ®vs) € N, Z/(I* @ I7).

Considérons comme précédemment l’analogue de la suite exacte (3) avec ® et
le morphisme qui provient de l'inclusion “ ® C ®”. Les suites exactes longues
de cohomologie associées aux suites exactes courtes (3) et le lemme des cing
ramenent, par récurrence sur p, la démonstration de la proposition au cas p = 0,

mais alors le résultat trivial.

Démonstration de la proposition 2. Commencons par le cas i+j > 0, par exemple

supposons 7 > 0. Soit

Z= Z Aar,opigin Log @ - @ Ty gy = ZTQO ® -+ @ Tay ® Vag,....ap
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un élément de I ® I o> €crit a l'aide de la base des monomes admissibles. Alors
z € Z)(I" @ I') si et seulement si va,,...0, € Zg(I*) pour toute suite ap, ..., .

Notons, pour a < pet ¢ € S, E¢ C I* ® I le sous module engendré par les
mondémes admissibles ayant w, a la a-iétme place. On a évidemment [* ® I* =
a0, et un élément z appartient a Z,Z,/(I* ® I*) si et seulement si chacune
de ses composantes a cette propriété. Supposons donc z € Ef. On peut écrire
2= Ty ®  Quw:®---@T;, ®v. Mais on ne change pas z en remplagant les
T par les T' avec T; =T;, — Y. si T;, est un Y, et T} = T;, sinon. Il vient donc

2:21—;’0®®wc®®7-;/p®v’
ce qui permet de conclure.
Simplifions les notations avant d’aborder la démonstration du cas i = j = 0.

Soit S un ensemble, et désignons par E,,(S), ou E,, si on ne touche pas a S, le
k-module des polyndmes non commutatifs de degré m en les variables Y, a € S.
On convient de considérer E,(S) C E,(S") sion a S C S". Pour tout 1 <i <m
on définit application linéaire d; : E,(S) — E,—1(S) par ses valeurs sur les

mondmes en posant

di(Yy o+ Yo, o Yo, ) = Yo -+ Yo - Y,

Am *
c’est a dire en remplacant la variable a la i-éme place par 1.

Notons Z(E,,) C Ep, I'ensemble des P € E,, tels que, pour tout ¢ = 1,...,m, on
a d;P =0 : on dira que ce sont les cycles.

Appelons support de P € E,;,(S) le plus petit s = o(P) C S, tel que P € E,,(s).
Etant donné une fonction f a valeur dans S, on notera aussi o(f) son image. Le
support d'un monéme de E,, indicé par le multi-indice ¢ = iy, -+ ,4m est donc
égal & o(i).

Enfin, étant donnés deux entiers p et ¢ on note E, , (vesp. Z"(Ep4)) ou Ep, 4(S) C
Epi4(S) (vesp. Z"(Ep4)(S)) ensemble des polynomes qui s’écrivent comme des
sommes de produits AB avec A € E,,, B € E, (resp. B € Z(E,)) et

o(A)no(B)=10.

Il sera commode de désigner par S, ; I’ensemble des suites i1, ..., i, d’éléments
de S telles que

U(il,...,ip)ﬂU(ip+1,...,ip+q) =0
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et de dire que ces suites sont admissibles.
La proposition 2 résulte donc du

Théoreme 2. Tout P € E,, N Z(E,+,) peut s'écrire comme une somme de
produits AB avec A € Z(E,), B € Z(E,) et 0(A)No(B) = ( deés que cardS >
p+q+2

La démonstration se fera par récurrence sur ’entier ¢ a partir de ¢ = 1. On posera

S=A{1,...,n}.

Disons qu’'un cycle est admissible s’il s’écrit comme somme de termes AB avec
A € Z(Ep,), B € Z(Ey) et 0(A) No(B) = (. Pour démontrer le théoréme, qui
affirme que tout cycle de E,, est admissible, il est donc licite de négliger les

cycles admissibles rencontrés au cours des raisonnements.
Nous aurons besoin des résultats suivants.

R.1. Soit @ = {u1,...,u},t < n — 1, une suite de s = {1,...,n — 1}. On note
I(@) ou l(uq,...,us) le plus petit élément de s différent des u;. Soit B ’ensemble

des éléments de la forme

Y(ﬂv 6) =Yy, - 'Yup (YC1 - Yl(u1,...,up)) T (chq - Yl(

ul,...7up)>

tels que o(a@) No(ct,...,cq—1,0(a)) = 0 et que I(a) soit différent des ¢;. Alors B
est une base de Z"(Ep4-1)(s).

R.2. La famille des cycles (Y;, —Y,)---(Y;,, —Y,) est une base des cycles de E,,
lorsque les indices ¢ parcourent s.

R.3. Tout cycle admissible de E, ,—1(s) est une combinaison linéaire des produits

(Y, = Yoy ) Yoy = Yo,) - (Yo, 0 = V5,)

E(d7 b) = (Ya1 - Ya

p+1)"

ol les suites sont astreintes aux conditions suivantes : o(a) No(b) = 0,ap+1 ¢
{ar,...,ap},bg & {b1,...,bg—1}. Ecrivons E(d,b) en utilisant la base B, et soit
Y (@, ¢) un élément de la base qui y figure avec un coefficient non nul (alors les @
sont des suites extraites de @). On note F(a,b) € E,, I'édlément obtenu & partir
de E(a, (;) en remplacant chaque Y (@, ¢) par
(Yu1 - Yn) T (Yup - Yﬂ)(YVCl - m(ul,...,up) T (}/Cq—l - Yi(ul ..... up)(yi(uh...,up) - Yn)
et G(a,b,d) celui que I'on obtient en remplacant chaque Y (@, &) par

(Yul - Yn) e (Yup - Yn)(YC1 - Yl(ul,...,up) T (}/Cq—l - Yi(ul,...,up)(}% - Yn)
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ou ¢ est choisi différent des a;.

Démonstration du théoréeme pour q = 1

Soit z un cycle de Fj, ;. On peut I'écrire z = Zi:l,...,nfl PY, + P,Y,. Les P,
sont des cycles de E,. Pour i # n, ce sont des combinaisons linéaires de (Y;, —
Yn) - (Yi, — Y,). Mais parce que (Y;, — Yy,)--- (Y, — Y,) (Vi — Yl(z‘1,...,z’p)) est

admissible, on est ramené a la forme

L) 2= D N, (Y = Ya) - (Y, = Y)Y,y + PaYa,
il,...,i;é%—{n}

que 'on écrira aussi z = U + B, Y,,.

On a dy41U = —P,, qui ne contient plus Y,, et par conséquent il faut exprimer
que, pour tout k = 1,...,p et pour tout (p — 1)-uple ay,..., k,... a, d’éléments
de S — {n}, le coefficient de Y, ---Y,, ,Y,,Y,
conditions sont réalisées si et seulement si z = ) Ait,oyipYiy -+ Yi, est un cycle,

1 ~Yap dans dp41U est nul. Ces

c’est a dire si et seulement si il existe des u tels que

2= ) XYY, = > Py (Yay Y1) -+ (Ya, = Yn_1).

P1yensip at,...,ap€{l,..n—2}

En identifiant les coefficients des Y, ---Y; des deux membres de I’égalité, on
explicite les A en fonction des p. On porte ces valeurs dans (1), puis on met les
u en facteur. Le cycle z est donc une somme de termes de la forme (parce que
Py, = —dp U )

(2) :u‘(llr--’ap Z i()/]l - Yn) e ()/Jp B Yn)(}/}(]lvﬂp) o Yn)

avec jp = ag ou jrp = n — 1, le signe dépendant de la parité du nombre n — 1.
Cette expression fait apparaitre p 4+ 2 éléments distincts de S au plus. Si donc
on prend n > p + 3, il existe un “joker” disponible, disons ¢ différent des a de n
et de n — 1. Mais alors (Yj, —Y,) - (), — Yn)(Yi(j,...5,) — Ys) est admissible, et
I'on peut remplacer Yj, . j, par Y5 dans (2). Il vient :

Z= Z Hay,....ap Z (V) = Yo) - (Y, — Vo) (Y5 — Ya)
= Z ,Ulal,..‘,ap(yal - nfl) T (Yap - Ynfl)(}/d - Yn)

C’est donc un cycle admissible.

Démonstration du théoréme pour ¢ > 1
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Supposons donc le théoreme connu pour q — 1.

Soit z = ) ;g P;Y; un cycle de E,, ;. Puisque les P; sont des cycles de £, 41(5),
on peut les écrire comme combinaisons linéaires des produits admissibles AB.

Pour i # n, deux cas peuvent se produire

- ou bien n € o(B). Alors AB(Y; —Y,,) est admissible, donc on peut remplacer,
a admissibles pres, ABY; par ABY,, que 'on groupe avec P,Y,.

-ou bien n € o(B). Alors AB est combinaison linéaire de termes de la forme

(Yi, =Yn) - (Yi, = V) (Yipy = ¥p) - (Vi oy — Yp)
avee ({it,...,ip} U{n}) 0 ({ipans - g1} U {B,i}) = 0.
Ayant fixé les indices {i1,...,ip}, il est loisible de choisir le “pivot” Yj3, en
remplacant § par un [ quelconque tel que | ¢ o(i,...,ip). Nous prendrons
I =1(i1,...,ip) . Finalement, nous sommes ramené au cas d'un z de la forme :
(3) = Z )‘i17---,ip+q71(Y21 = Yn) - (Y, — Yn)(Yip+1 - Yl(i1,...,ip))

o Yiprgor = Yi(iy,oip) Yiirip) + PnYan

la somme étant prise sur toutes les suites admissibles {i1,...,ip1q—1}, et que I'on

écrira, comme dans le cas g =1, z = U + P,)Y,,. Alors de nouveau z sera un cycle
si et seulement dpy1 ne contient pas Y, aux p-premieres places. Cette condition

est réalisée si et seulement si

z = Z )‘i17---»ip+q—1yil e Y’ip(YipH - Yl(h,.--,ip)) e (Yip+q—1 - Yl(il,m,ip))

est un cycle. La condition n > p+g+2ie.n—1>p+(q—1)+2 et 'hypothese
de récurrence impliquent que z est combinaison linéaire des E(a, 5) , disons

2= 1B (@,b).
ab
D’apres R.1. on peut calculer les A en fonction des pu. On remplace les A en
fonction des p dans (3), et on regroupe les éléments ayant le méme p et il vient

z= Z papF(a, b)

Choisisons un joker § ¢ {a}, ce qui est facile puisque p + 1 < n. Pour terminer,
on considere 1’égalité

F(a,b) = [F(a,b) — G(a,b,9)] + G(a,b,0)
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Dans le crochet, on a, par définition de F' et G, un cycle admissible. Par ailleurs,

G(a,b,6) = E(a, 6)(}/5 -Yy)

est aussi un cycle admissible. La démonstration est maintenant complete.

2. Espaces de lacets. Soient F un ensemble et A un anneau commutatif uni-
taire. On note A® ' le A-module libre engendré par E. Lorsque F est un ensemble
simplicial ou cosimplicial, A® E hérite d’'une structure de A-module simplicial ou
cosimplicial. La normalisation du module simplicial B est le complexe de chaines
N, B qui, en degré n est défini par N, B = N;sokerd;, et de différentielle dy. La
normalisation du module cosimplicial B est le complexe de chalnes N*B qui, en
degré n est défini par N"B = N;>okers’, et de différentielle d = Y, (—1)'d".

Si U} est un bicomplexe (dont la différentielle est de degré -1 pour , et de degré
+1 pour *) , on note 7(U) le complexe total associé qui en degré n est égal a

T(U)n = HkZO Bllg—kn :

Soit B un module simplicial cosimplicial. Le compleze total associé¢ T'(B) est

défini par 1’égalité Tl(]é) = T(N*N, ]3)), i.e en degré n par 1'égalité Tl(]:3)n =
szo N kaJrn];%. De méme, si B est un module simplicial bi-cosimplicial, son
complexe total associé T?(B) seraw, en degré n, T*(B)n = [ 1} 150 N N"" Ny 14n(B),
avec une différentielle apptropriée. Ici N et N” d:ésignent le; normalisations asN—
sociées respectivement a la premiere, resp. la seconde structure cosimpliciale de

B.

~
~

Soit maintenant X un ensemble simplicial pointé fibrant, qu’on appellera simple-
ment un espace. On lui associe 'espace cosimplicial L(X) défini par L"(X) = X™,
avec la convention que X? = x, et dont cofaces et codégénérescences sont donnés

par les formules :

do(xla"' 71'11) = (*7$17"' 7xn)
di(xl,--'  xn) = (1, x4, x4, ,xy) pour 0<i<n+1
dn+1(‘r17"' a‘/En) = (xl,"'$n7*)

Si(aj17'.. ’xn):<$17... 7j3i+17.'. 71'”)_
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Puisque L est un foncteur, on peut 'appliquer degré par degré a un espace co-
simplicialN, et obtenir un ensemble bi-cosimplicial, en particulier L(L(X)) est un
ensemble bi-cosimplicial, que I'on notera simplement L(X); ainsi on a L™ (X) =
X"s. Rappelons enfin que I'espace tot L(X), n’est auzre, que ’espace zies lacets
(simplicial) de X, que I'on désignera cgmme dans larticle de Max Karoubi par
Q(X) ou tot est le classique foncteur de Bousfield-Kan.

2. 1. Il résulte du théoreme de [Dwyer | et du lemme 2.2. de [Bousfield] que pour
chaque espace X, on a un morphisme fonctoriel

(1) N.(A® QX)) - THA®L(X))

qui est un quasi-isomorphisme lorsque X vérifie les hypotheses précisées en (7.2.),
ce que l'on suppose vérifié dans toute la suite. Remplacons dans cette formule
I'espace X par l'espace cosimplicial L(X), on obtient un morphisme fonctoriel de

modules différentiels cosimpliciaux
(2) N (A@L(Q(X)) = Nu(A® Q(L(X))) = T'(A @ L(L(X))),
auquel on applique le foncteur 7 N*, ce qui fournit un morphisme fonctoriel :

3) THA®LQX))) — T*(A® L(X)).

I1 résulte des lemmes 1 et 2 ci- dessous que (3) est un quasi-isomorphisme . Com-
posons alors (3) avec le morphisme N.(4 ® Q(Q(X))) — THA® E(Q(X))),
obtenu en remplacant X par Q(X) dans (1). Si ’on suppose que X et Q(X) sa-
tisfont tous les deux aux hypotheses du théoreme de convergence forte de [Dwyer],
le composé

(4) N.(A® QQX))) — T*(A® L(X))

~
~

sera lui aussi un quasi-isomorphisme : c¢’est, aux normalisations pres, le théoreme
(7.6) de Karoubi, pour r = 2, que l'on étend facilement par récurrence a r quel-
conque.

Lemme 1. Soit f: U — V un morphisme de modules différentiels cosimpliciaux
tel que pour tout ¢ > 0, f?:U? — VY est un quasi-isomorphisme. Alors, pour
tout ¢ > 0, NI(f): N1(U) — N2(V) est aussi un quasi-isomorphisme.
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Démonstration : Le diagramme ot les lignes sont exactes (et scindées par d) :

0— NY(U)— U =5 U0 —0
IV 1! 1

0—N'(V)— V=L y0 g

montre que N'(f) est un quasi-isomorphisme. On recommence ensuite avec les

suites exactes scindées
0 1
0—Kers" -U?5 U -0 et 0— N?(U)— Ker s NY(U) = 0.

Dans le cas général, on procede par une double récurrence, d’abord sur ¢ puis sur
t < q pour 'intersection [y, ., Ker s°.

Lemme 2. Soit f : U — V. un morphisme de bicomplexes ( dont les différentielles
sont de degré +1 pour* et de degré —1 pour ,) tel que pour tout ¢ > 0 ,
f4 . Ul — VI soit un quasi-isomorphisme. Alors 7(f) : T7(U) — T(V) est

aussi un quasi isomorphisme.

Démonstration : On introduit les complexes quotients 7(—), = [] Le dia-

qsre
gramme ci-dessous dont les lignes sont exactes
0— :Jrr - T(U)r - T(U)rfl —0
1 17U, 1T
0— Vi, —T(V), —T(V)

r—1 0

montre par récurrence sur r que 7 (f), est un quasi-isomorphisme pour tout
r > 0. Il en va donc de méme pour 7 (f) d’apres le théoreme de Milnor sur les
lim puisque l'on a 7(—) = Jim T(-), -

Remarque. Les normalisations simpliciales et cosimpliciales interviennent natu-
rellement dans la construction des morphismes et les démonstrations de [Dwyer]
et [Bousfield], mais peuvent étre supprimées dans ’énoncé du théoréme 7.6. Pour
voir que ’on peut supprimer N,, par exemple, on applique le lemme suivant dont
la démonstration est analogue aux précédentes, apres utilisation du théoreme de
Dold-Kan :

Lemme 3. Soit B un module simplicial cosimplicial. L’application 7 (N* B) —
T (N*N, B), induite par les projections By, — Ny, B, est un quasi-isomorphisme.

Notons enfin le résultat suivant :
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Lemme 4. Soient C%,i = 0,1, deux foncteurs de la catégorie des espaces to-

pologiques vers celles des modules différentiels gradués, et f : C°© — C! un

morphisme fonctoriel, tels que pour tout espace topologique X, f(X) soit un

quasi-isomorphisme. Soit X un espace topologique bicosimplicial. On pose, pour

i =01 0(X), = [[ N?N"C'(X)piqsn- Alors I'application ©°(X) —
p=0,420

@1({( ) induite par f est un quasi-isomorphisme .

~

Démonstration : on utilise les lemmes précédents.

Corollaire Soit X un espace 2-connexe. Soit C? le foncteur A ® Sin, ou N, (A ®
Sin), le foncteur des chaines singulieres, ou des chaines singulieres normalisées,
et soit f: C? — C' un morphisme satisfaisant & la condition du lemme 4 . Alors

©! permet de calculer 'homologie de Q(2(Sin(X))), i.e. de Q(Q(X)).

3. L’hypothése de connexité est inutile pour le théoréme de conver-
gence forte de Dwyer

Ce résultat utile figure sous forme de remarque dans [Dror-Smith]! . En voici une

démonstration.

Soit B un A-module simplicial cosimplicial. Le complexe total associé T (B) est
filtré par les Fp(]é) = [l Nka+n(]N3). Cette filtration est complete et co-
complete, au sens de [Eilenberg - Moore] . Ces filtrations ont la propriété suivante :
si un morphisme de complexes filtrés, dont les filtrations sont completes et co-
completes, induit un isomorphisme au niveau E” des suites spectrales pour un

certain r > 1, alors il induit un quasi-isomorphisme des complexes totaux.

Le terme E?(B) associé au complexe T!(B) est E2 . = n? H,_4(B). La cohomoto-
pie 7P est la cohomologie du complexe N*H (B) ou celle du complexe H(B) muni

de la différentielle d = Y (—1)%d’. Soit X un espace non connexe; posons X =

Xo ]I X1, Xo étant la composante connexe du point base *. L’inclusion Xy C X
induit un morphisme d’espaces cosimpliciaux INJ(XO) — LJ(X ), de modules sim-
pliciaux cosimpliciaux A ® E(XO) —-A® E(X), de complexes T (A ® E(Xo)) —
7! (A®INJ(X)), et finalement de suites spectrales E"(A®~L(Xy)) — ET(A®£J(X)).

! Comme P’a indiqué M.A. Mandell & M. Karoubi.
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Par ailleurs on a tot(L(Xp)) = tot(L(X)) = Q(Xp) . Montrons que les suites spec-
trales sont isomorphews a partir de 7:V = 2. D’apres Eilenberg- Moore il en résultera
que le morphisme T'(A ® L(Xy)) — T (A ® L(X)) est un quasi-isomorphisme.
Ainsi, si la suite spectrale ;)our Xo converge ;()rtement vers H(Q(Xp), A), il en
ira de méme pour celle de X. Ainsi le théoreme de convergence forte est aussi

valable pour les espaces non connexes.

Montrons donc que I'application naturelle H(A ® L(Xp)) — H(A® L(X)) induit
un isomorphisme en cohomotopie. En degré p ceNs modules Cosimgliciaux sont
égaux respectivement & H (X}, A) et H(XP, A). Soit n un entier écrit en base 2,
n=aq---ap, avec les a égaux a 0 ou 1. Notons X, = Xo, X -+ X X . Il vient
H(X?, A) = @,—... oo H(Xn, A)). Posons K? = P o H(X,,, A)). 11 reste

a montrer que la suite

n=1,--,

0L gl 424 g
est exacte. Soit k(r) I'ensemble des entiers n = aj -y tels que oy = 0 pour
i<reta.1=10<r<p,et posons K = D.ck(r) H(Xn, A)) . Posons, pour
r >0, h? | K¥ = (—=1)""1s"71, et h? | KJ = 0. On vérifie sans peine que l'on a

dh + hd =id , ce qui termine la démonstration.
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