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SUR LE NOMBRE DE SINGULARITES DEGENEREES
D’UNE FAMILLE DE FEUILLETAGES

ISRAEL VAINSENCHER

RESUME. Nous présentons des formules pour le nombre des singularités dégénérés
(resp. nilpotentes) des membres d’un pinceau (resp. réseau) général de feuilletages
de dimension un dans une variété (resp. surface) projective lisse.

A César Camacho, a l'occasion de
son 60E agnniversaire.

1. Introduction

La recherche des invariants numériques attachés a des feuilletages algébriques
remonte a Poincaré [12], dans le cadre de la détermination des bornes pour
le degré de courbes invariantes dans CP?. Les travaux plus récents traitent
cette question en établissant des relations pour les nombres de singularités du
feuilletage et certains nombres de Chern, tout en profitant des arguments de
positivité [2], [5], [6], [7], [13].

Soit F un feuilletage de dimension un et degré k dans CP", c’est-a-dire une
section holomorphe non nulle 0 : O — TCP" ® O(k — 1) (& un multiple scalaire
prés). Les singularités de F sont les zéros de o. Soit S = Sz l'ensemble des
singularités de F. On sait que quand S est finie, il contient 1+ k + --- + k"
points, comptés avec des multiplicités naturelles. Si F est choisi général dans
P (HO(TCP" ® O(k — 1))) alors S est fini et toutes les multiplicités sont égales
a un.

Nous considérons d’abord la question de trouver le nombre de singularités
dégénérées qu’on espére apparaitre dans un pinceau général de feuilletages.

Théoréme A. Soit S' le schéma de singularités dégénérés dans un pinceau de
feuilletages a fibré cotangent L au-dessus d’une variété lisse projective M. Si S*

est fini, on a
n

deg(S') = nZ(n +1- 2)/ ci- H"™,

0 M
ot on noten =dimM, H=cL, ¢; = ¢;TM.
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Pour M = CP" on obtient (n+ 1)k™ pour un pinceau de feuilletages de degré
k.

Si on a plus de parametres a notre disposition (e.g., un réseau de feuilletages),
alors on espere trouver en général, une sous-famille de dimension (au moins) un
de feuilletages ayant une singularité dégénérée qui bouge avec le feuilletage.
On peut alors imposer des conditions sur la partie linéaire du feuilletage a la
singularité. Par exemple, pour des surfaces, on espere trouver un nombre fini de
singularités dégénérées a partie linéaire nilpotente. Nous donnons une formule
en termes des classes de Chern de la surface et du fibré cotangent du feuilletage.

Théoréme B. Soit M une surface projective lisse et soit T un réseau de feuil-
letages a fibré cotangent L. Soit S? I’ensemble de pairs (t,x) € T x M tels que
T est un point singulier de F; a partie linéaire nilpotente. Si S? est fini, alors il
consiste de
deg(S?) = 2/ (ca + 3¢y - H+6H?)
M
points comptés avec des multiplicités naturelles, ou H = c1L, ¢; = ¢; T M.

Pour CP?, la formule se réduit & 6(2k? — 1), ot k dénote le degré du feuilletage.

2. Préliminaires

Soit £ — M un fibré vectoriel au-dessus d’une variété lisse et projective M.
On note r le rang de F.

2.1. Le schéma d’incidence. Soit
V c H'(M,E)

un sous-espace de l'espace des sections globales. On a au-dessus de P (V') x M
le diagramme d’homomorphismes de fibrés vectoriels,

Ov > V®Ov(1)

(%) s\ l
E®Oy(1).

La fleche horizontale provient de la suite exacte d’Euler au-dessus de P (V). La
section notée s est dite la section d’évaluation universelle pour la famille de
sections dans V. Pour chaque point ¢ € P (V), la restriction s; de s & {t} x M ~
M s’identifie & une section de E (& multiplication par scalaire non nul prés).

On considere, pour chaque sous-schéma T C P(V), le schéma d’incidence,
défini par I'idéal image de la co-section s* : (E ® Oy (1))* — Or au-dessus de
T,

P(V)x M D Sp={(t.x) €T x M|s:(zx) = 0}.
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2.2. Lemme. Notations comme ci-dessus,

1. si T est de dimension pure alors chaque composante irréductible du schéma
d’incidence est de codimension> r;

2. st E est engendré par sections globales et V est général, alors on a l’égalité
codim Sp(yy = r;

3. si T est de Cohen-Macaulay et St est vide ou de la bonne codimension,
on a la formule

[St] = ¢ (E® Oy (1)) N [T x M]
dans le groupe de Chow A" (T x M) des cycles de codimension r.

Démonstration. Soit U = H°(M, E). Supposons E engendré par sections
globales, donc on a la suite exacte

W>—UxM - FE.

Le fibré W est de la bonne codimension r dans le fibré trivial U x M. On voit
tout de suite que Sp(yy s'identifie a P (W) C P (U) x M. L’image réciproque d’un
sous-schéma T de P (U) par I'application P (W) — P (U) induite par projection
s’identifie & Sy. L’affirmation (2) découle de Bertini[10, p.89]; pour les autres
affirmations, voir [8], Lemme A.7.1, p.418 et Prop. 14.1, p. 244. O

Nous laissons au soin du lecteur la vérification de qu’on peut considérer aussi
la situation ou on se donne une famille de fibrés vectoriels au-dessus de variétés
lisses, c’est-a-dire, une application Ml — T lisse et une section d’un fibré vectoriel
E au-dessus de M.

2.3. Parties principales. On rappelle le fibré des parties principales, Pi;(E)
[4, p.14]. La fibre au-dessus de € M est 'espace vectoriel

Pr(E)e = (Orta/m3) @ B
oum, C Oy, dénote I'idéal des fonctions nulles en x. Etant donné un germe de
fonction f € Opr s, U'image f dans Oy /m?2 est son jet d’ordre un, c’est-a-dire,
Pexpansion de Taylor tronquée tout en gardant la valeur f(x) aussi bien que les
dérivées du premier ordre. On a par construction la suite exacte,
Qi ® E>— Py (E) —» E.

Chaque section o : O — E se releve a une section o' : O — Pi,(E) rendant
commutatif le diagramme

Owm
() o'l N\o
Py (E) — E.
Quand o, s’annule, il s’en suit que o se factorise par le noyau (2}, ® E),. La
fleche induite dans ce noyau n’est autre que la jacobienne de ¢ au point x, via

Iidentification habituelle Q}, ® E ~ Hom(T M, E).
Mettant ensemble (%) et (<») on montre aisément le suivant.
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2.4. Lemme. Notations comme ci-dessus, on a le diagramme d’homomorphismes
de fibrés vectoriels

)
(V) 78,7 sll g
N, @ER0y(1) — PLE)®Oy(1) —» E®O0y(1),

ot la fleche brisée existe aprés restriction du diagramme au-dessus du schéma
de zéros S de s. O

2.5. Dégénérations. On se pose désormais au-dessus de S, le schéma de zéros
de la section s. On a la section jacobienne

(X js:TM — E® Oy (1)

Alors on peut imposer des conditions de rang sur js. La formule de Porteous (cf.

[8, p. 254]) nous permet d’obtenir un tas de relations numériques pour les classes

de Chern. Le cas d’intérét ici est quand on prend r = rang F = n = dim M.
Etant donné un sous-schéma T C P (H°(E)), nous définissons le schéma de

dégénérations S* C S comme le schéma de zéros de 7\j8 ANTM — A (E®0y(1)).
S'={(t,z) e Tx M|(t,z) € Sy avec det(js;(z)) = 0}.
Prenons d’abord T=CP!, ¢’est-a-dire, un pinceau.

2.6. Proposition. Notations comme ci-dessus, si S* est fini alors on a
deg(Sh) = / ((E+K)-cp1E+ne, E)
M

ou K = c1Q},.
Démonstration. Ecrivons h = c10v(1), la classe hyperplane de CP'. Nous

avons
en(E® Oy (1)) = cyE+h-c,1F,

A(ME®Oy(1)® AL, = (aE+nh+ K).
Si S est vide ou de la bonne dimension (un), on peut écrire le cycle
[S] =cn(E® Oy (1)) N[T x M]
dans A;(T x M). Quand S =0, il vient ¢, (E ® Oy (1)) = 0. On déduit que
0=(aE+K+nh) (chBE+h-ch1E)=(aE+K)- -ch1E+nc,E)-h (o)

donc le coefficient de h est nul aussi et la formule est trivialement vraie. Sup-
posons maintenant S # (). Dans ce cas 13, toutes les composantes irréductibles
de S ont la bonne dimension un, sinon S*, étant défini dans S par une équation
locale, ne serait pas fini. On écrit d’abord

[SY = (1 E 4+ nh+ K)N[S]
dans A'(S). Ceci entraine

[SY = (1 E+ K +nh) - (coE + hen 1 E) = (1B + K) - ¢y 1 E +ne, E) - h
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dans A'(CP' x M) en vue de la derniére expression dans (e). On finit en appli-
quant la formule de projection. O

On applique ce que précede a
E=TM®L

(et de méme M = CP") avec un fibré en droites L. Donc les sections donnent
lieu & des feuilletages. On appelle L le fibré cotangent du feuilletage défini par
une section non nulle de TM ® L. Si L est assez ample, alors pour un pinceau
général V C HY(E), le schéma de singularités S est de la bonne dimension (voir
3.3) et le lieu de dégénérations S* est fini. On arrive ainsi & la formule suivante
pour son degré.

2.7. Corollaire. Soit S' le schéma de singularités dégénérés dans un pinceau
de feuilletages a fibré cotangent L au-dessus d’une variété lisse projective M. Si
St est fini, on a

n

1) [

o M
ot on noten =dimM, H =1L, ¢; = ¢;TM.
Démonstration. Nous avons ¢;(TM ® L+ K) = —K +nH + K, donc
deg(S') = [aa(TM®L+K) ¢y 1(TM®L)+nc,(TM ® L)
= n[HY P (n—i)e;- H" 4 n S0 e - HM
O

2.8. Exemples. (1) Soit M une courbe projective lisse de genre g et soit L un
fibré en droites de degré d. Alors E = TM ® L est de degré 2 —2g + d. La
formule pour deg(S!) donne 2(d+ 1 — g). C’est le nombre des diviseurs dans un
pinceau générique de L ® K* ayant un point double.

(2) M =CP". Ona FE =TM ® L = TCP" ® O(k — 1). Alors, notant
H = ¢1Ocpn (1), et rappelant la classe de Chern totale, cTCP" = (1 + H)"+!,
nous pouvons écrire,

deg(S') = nZ(n +1- z)(

n+1 ;

+ )(k 1) = (4 1)k

i
Pour n = 1 = k, il s’agit d’un pinceau de champs vectoriels dans CP', c’est-a-
dire, un pinceau de formes binaires quadratiques. On sait bien qu’il-y-a alors
deuzr membres a racine double.

(3) M une variété abélienne de dimension n. Alors le fibré tangent TM = O"
est trivial, donc ¢;(T'M) = 0Vi # 0. On prends un fibré en droites L trés ample.
On écrit H = 1L, d = deg(H™), et on calcule,

deg(S') = n(n + 1)d.
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Si on prend n = 1, M plongée dans CPP? comme une cubique lisse et L = O(1)u,
on retrouve le nombre de droites tangentes passant par un point.

3. plus dégénération

Nous considérons maintenant un cas de singularités d’ordre supérieur posé
par A. Lins et L.G. Mendes a 'IMPA, a la jolie occasion de la féte césarienne.
Prenons une surface M. On s’intéresse aux feuilletages qui présentent une sin-
gularité d’expression locale,

. (2= e
(#) gy = v(z,y)=--
ot --- est nul mod. (z,y)2. Ca veut dire que la partie linéaire peut se mettre

sous la forme (§¢). D’une fagon invariante, on demande que la partie linéaire

soit nilpotente (en général#0). En termes de la jacobienne js: TM — TM ® L,
on peut faire la composition

™ 2% TM o L2 TMe Lo L.
Mais attention! Il faut prendre garde de me pas imposer carrément la condition
(js®L)ojs=0.
En effet, cette composition est une section du fibré de rang 4,
Hom(TM,TM ® L%?)

(au-dessus de S). Par contre, dans I'espace de matrices 2 x 2, le lieu des matrices
nilpotentes est de codimension deux, étant donné par les équations det=0=trace.
De méme, on peut montrer que 1’idéal

2 2
(x] + xox3, X172 + Toy, T1X3 + T3Xg, ToX3 + T7)

engendré par les entrés du carré de la matrice 2 x 2 générique (73 72 ) n’est pas

réduit: son radical est en fait 'idéal (premier) engendré par

x1 + x4 (=trace), x1x4 — xox3 (=det).

3.1. Lemme. Soit E un fibré de rang deux et soit L un fibré en droites au dessus
d’un schéma X de Cohen-Macaulay et de dimension pure. Soit a: E — E® L
un homomorphisme de rang > 1 partout. Soit S? Uensemble des points = dans
X telles que (@ L) o = 0 au-dessus de x. Alors 8? est muni d’une structure
naturelle de sous-schéma fermé et chaque composante est de codimension au
moins deux. Si la codimension est égale a deux, on a la formule pour le cycle

[5%] = 2(e1 L) N [X]
dans A%2X.
Démonstration. L’affirmation sur la codimension vient des équations locales

2
det=0=trace déja citées. On impose d’abord A« = 0; soit Y le sous-schéma ainsi
défini. L’hypothese de rang au moins 1 entraine (cf. le lemme 3.2 ci-dessous)
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I'existence d’un sous-fibré F° C E au-dessus de Y, de rang un, tel que ay se
factorise par F' ® L. Voila le diagramme:

E % EgL % pgL®2

AN 7 \ T
FRL — F®L®

tout au-dessus de Y. Notant que /2\04 est une section de /2\E*® /2\E®L®2 ~ [®2
on a [Y] = 2¢;L N [X]. La condition de nilpotence s’exprime maintenant par
I'annulation de la fleche inférieure, F ® L — F ® L®?. Ce-la se traduit par
[S?] = c1LN[Y] =2(c1L)? N [X], comme énoncé. 0.

3.2. Lemme. Soient E,G des fibrés vectoriels au dessus d’un schéma Y. Soit
a: FE — G un homomorphisme de rang r partout. Alors l'image F de o est un
sous-fibré (localement scindé) de G.

Démonstration. L’affirmation est locale, donc on se raméne a la situation sui-
vante. Soit A un anneau local et soit m = (m;;), m;; € A une matrice de rang r
partout. L’hypothése de rang constant r signifie que 1'idéal de Fitting engendré

+1
par les mineurs r x r est égal a A tandis que "A"m = 0. Alors on peut trouver
des matrices inversibles p, ¢ & coefficients dans A telles que pmgq soit de la forme

(£9) avec I un bloc identité r x r. (C’est un cas particulier de [11, Lemma
1,p.233].) 0

Etant établi que les singularités du type (#) imposent deuzx conditions, on en
espére un nombre fini pour un réseau général CP* C P (H M, TM ® L))

Soit M une variété lisse projective. Soit L un fibré en droites. Nous dirons
que une famille T C P (H°(M,TM ® L)) de feuilletages a fibré cotangent L est
réguliére si chaque schéma de singularités S2 C S C St a la bonne codimension
si non vide.

Mettons au point le fait de que, en général, les choses marchent bien pour la
codimension.

3.3. Lemme. Soit M une variété lisse projective. Soit L un fibré en droites
ample. Alors il-y-a un entier mg tel que pour tout m > myq la famille de feuil-
letages domnée par un choix de sous-espace général de P (HO(M, TM®L®m)
est réquliére.

Démonstration. Rappelons la construction des fibrés de parties principales [4].
Soient p; : M x M — M les projections (i = 1,2). Soit Z le faisceau d’idéaux
définissant la diagonale A € M x M. Alors Z? définit 'idéal de la voisinage
infinitésimal 2A. On a le diagramme de suites exactes de faisceaux,

T/1?
N

7 C Opusxmu — Oan

N I U

I C OMXM —» OA.
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On sait que Z/Z? est le faisceau des sections du fibré cotangent Q3 ([8, p.435],
en rappelant que le cotangent est le conormal du plongement diagonal). On se
donne un fibré vectoriel E — M (on prendra E = TM ® L dans un instant).
Soient &, L les faisceaux de sections de F, L (c’esta-dire, E = Spec(Sym(EY))
comme dans [8, B.5.5p.434]). On tensorise le diagramme ci-dessus par p5(E® L)
et on applique (p1).. Le conoyau Rp1,(Z2p5(€ ® L)) de la fleche pi,p5(€ ®
L) — p1x (O2a @ p5(E ® L)), ainsi que les autres images directes superieures,
s’annulent, quitte & remplacer £ par £L&™ m >> 0 ([9, Thm. 8.8(c), p. 252] ou
[3, (2.4.1)(ii) p. 107]). 1l en résulte un diagramme de faisceaux localement libres.
Soit U = HY(M,E® L) = H°(M,E @ L£). On sait que p1,p5(ER L) =U x M
([3, (1.4.15) p. 92]). Le diagramme correspondant des fibrés vectoriels associés
au-dessus de M s’écrit,

mm oo > 0L, ®E®L
: N

| W c UxM % PLE®L)
| N I y

! W Cc UxM —» E®L.

On voit que W’ est le sous-fibré des pairs (u,x) € U x M telles que le jet
jlu est nul au point z. Comme d’habitude, le lemme du serpent entraine un
homomorphisme surjectif W — Q, ® E ® L de noyau W’. Si on prend la
projectivisation, on a la fibration (donc submersion)

PW)NP(W') — P(Q,® E® L) =P (Hom(TM,E® L)).

Alors I'image réciproque de n’importe quelle sous-variété de P (Hom (7'M, E ® L))
conserve la codimension ainsi que les propriétés d’étre réduite ou irréductible,
etc. On sait bien que les sous-variétés de P (Hom (T M, E ® L)) définies par des
conditions de rang sont irréductibles et de la bonne dimension: voir [1, (1.1) p. 5]
pour le cas Hom(TM,E ® L); le passage au cas projectif est immédiat. En
prenant £ = TM, si V C U est un sous-espace assez général avec T:= P (V)
disjoint de I'image de P (W’) dans P (U), il vient que T est régulier. O

3.4. Théoréme B. Soit M une surface projective lisse et soit T un réseau de
feuilletages a fibré cotangent L. Soit S? I’ensemble de pairs (t,x) € T x M tels
que T est un point singulier de F; a partie linéaire locale nilpotente (#). Si S?
est fini, alors il consiste en

deg(S?) = 2/ (c2 +3cy - H+ 6H?)
M
points comptés avec des multiplicités naturelles, ou H = c1L, ¢; = ¢; T M.

Démonstration. Le raisonnement est comme dans la preuve de 2.6. U
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3.5. Exemples. (1) Pour M = CP?, la formule se réduit a 6(2k> — 1), ot k
dénote le degré du feuilletage (i.e., L = O(k —1)).

(2) Pour une surface abélienne, on trouve deg(S?) = 12 [ H2. En particulier,

pour les bien connues surfaces plongées dans CP? et feuilletage & fibré cotangent

O(

1), on a fH2 = 10, ce que fournit 120 points dans le cycle S?, tous & crier

pour une interprétation classique.
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