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ANALYTICITE GLOBALE DE LA SOLUTION CANONIQUE
DE 0, POUR UNE CLASSE D’HYPERSURFACES
COMPACTES PSEUDOCONVEXES DE C?

MAKHLOUF DERRIDJ

1. Introduction

La question de la régularité analytique (aussi bien locale que globale) pour des
opérateurs différentiels ou des problemes aux limites se révele au fur et a mesure
des résultats obtenus (aussi bien positifs que négatifs) trés différente de celle de
la régularité C'*°. Les opérateurs “somme de carrés de champs de vecteurs” de L.
Hoérmander [13] se sont révélés, depuis le contre—exemple simple, et surprenant
a son époque, de M. S. Baouendi-C. Goulaouic [1], contenir des classes hypoel-
liptiques analytiques et d’autres qui ne le sont pas (voir par exemple [3, 12, 14,
19, 20, 22]).

Cela n’empécha pas d’espérer plutét des résultats positifs dans le cas de 0
ou du probleme d-Neumann. Dans le cas global les premiers résultats remon-
tent & 1975-1976 ([9, 18, 23]) dans le cas strictement pseudoconvexe ou plus
généralement dans le cas non dégénéré et a 1977 pour des cas ou la forme de
Levi dégénere [8]. La régularité analytique locale pour (I, ot le probleme 0
Neumann a été montré en 1978 indépendamment par D. Tartakoff [25] et F.
Treves [27], dans le cas non dégénérée. Ces travaux ont ensuite donné naissance
(aprés une certaine pause) a une série de travaux sur lanalyticité que nous ne
pouvons malheureusement pas tous citer (]2, 3, 6, 9, 10], etc...).

Concernant 'analyticité pour la solution canonique de 9) dans C2, le cas non
dégénéré releve de travaux (dans le cadre microlocal) de ([26, 27, 28]) (dans un
cadre ou la forme de Levi dégénere, voir [11]). Mais un contre—exemple, dans le
cas faiblement pseudoconvexe a été donné dans [7].

Les résultats positifs pour ’analyticité globale doivent, a priori, étre plus aisés
a obtenir (voir [2, 8, 10]) et maints mathématiciens ont pensé que 'analyticité
de la solution canonique de 0 sur une hypersurface compacte, régulicre, de
classe C, et pseudoconvexe de C2, est concevable. Cependant, dans un récent
et joli papier, M. Christ a montré qu’on n’a pas toujours analyticité globale
pour de telles hypersurfaces ([4]). Dans ce travail, nous considérons une classe
d’hypersurfaces pour laquelle nous obtenons un résultat positif d’analyticité
globale. Cette classe est en quelque sorte ’analogue global d’une classe pour
laquelle la question de 'analyticité locale a été posée dans les dernieres années.
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Pour étre plus précis, considérons, dans un voisinage de 0 € C%w, 2 une
hypersurface S, donnée par S = {Re w+¢(z) = 0}, ot ¢ est une fonction réelle,
sous—harmonique et de classe C' dans un voisinage de 0. Il a été pressenti que
la condition

{Ap =0} ={z=0}
est suffisante pour que la solution canonique de 0, pour S est analytique réelle
pres de 0, si le second membre 1’est.
A ma connaissance, cela reste une question ouverte. Nous considérons dans
ce travail un analogue global que nous noterons encore S :

S=00 ot Q={|w|*+p(z,2) <0} cC,
(1.1) avec p sousharmonique, p € C¥(C)
) est borné et régulier.

Remarque. On n’exige pas ici {Ap = 0} = {z = 0}. Ceci est suppléé par la
compacité de S.

Nous avons alors le

Theoreme principal. Soit u solution canonique de Oyu = f dans S (donnée
par (1.1)), avec f € C¥(S). Alors u € C¥(S).

Remarque. Un tel théoreme prend du relief avec le récent résultat de M. Christ
donnant des contre—exemples & la régularité analytique globale ([4]).
On verra que la démonstration n’exige pas d’outils sophistiqués. Par contre
nous pensons que le cas local, analogue, doit en nécessiter de plus performants.
Nous considererons, dans un prochain travail, le cas de C™, n > 3.

Il se peut que les méthodes de M. Christ [5] s’appliquent a notre cas. Notre
démonstration est directe (sans microlocalisation) et utilise l'existence dun
champ global T' qui “commute bien” avec 0, mais qui peut avoir des singularités.

2. Quelques notations et définitions. Premiers lemmes

Nous prenons comme champ holomorphe L, définissant la structure de
Cauchy-Riemann sur S (donné par (1.1) avec S = 9f2) le champ :
_ . : 1 . .
L =2 (w0, — p.0y) = (u—iv) (0 —i0y) — 3 (pz — ipy) (Oy —10y) .
Nous notons X et Y les parties réelle et imaginaire de L

1 1
X =u0; — v0y — = pg0y + = pyOy
(2.1) 2 2

1 1
Y = - (v@m + u&y) + §Py8u + E,olﬂv

Dans toute la suite, on notera T le champ suivant
(2.2) T = v0, — u0,.

On s’apercoit que T est un champ analytique réel qui est tangent a S, mais qui
peut s’annuler sur S. Nous allons donner des précisions.



ANALYTICITE GLOBALE DE LA SOLUTION CANONIQUE DE 0§, 669
Lemme 2.1. T est tangent aS. Si on noteF = {T = 0} N S, alorsF est le
compact donné parF = S N {w = 0}. De plus on a I'égalité
(2.3) [T,L] =iL.

Démonstration. On a
T(u2—|—v2—|—p) :T(u2+vz) = 2uv — 2uv = 0.

DeplusT =0« u=v=0,1ie {T =0} ={w=0} entrainant que F' est le
compact SN {w = 0}.
Pour établir (2.3), on calcule [T, X] et [T,Y]

[T, X] = [v@u — uOy, U0y — vy — %px(?u + 1py&,]

2
1 1
= 00, + udy — ipyau — §px0v =-Y
1 1
[T,Y] = [v@u — Uy, —V0; — udy + ipy(?u + 5/)16”]

1 1
= u0; — v0y — ipz(?u + §py0v =X. Alors
[T,L] =T, X]+i[T,Y]=iX - Y =i(X +iY) =iL.

Nous allons maintenant regarder comment se situe F' par rapport a I’ensemble
de dégénérescence de la forme de Levi.

Lemme 2.2. SoitEF C S l’ensemble de dégénérescence de la forme de Levi.
AlorsE etF sont deux compacts disjoints deS. Plus précisément

E c {Ap=0}n{w # 0}.
Démonstration. Notons A la fonction de Levi (associée a L). Alors
A=]p. |* +48p- | w [*> 0.

On obtient ainsi : A=0< {p. =0; Ap- | w|?=0}. Comme S est régulicre on
alwl|?+|p. |*#0sur S. Doncsi p.(p) =0, p €S, on aw(p) #0. On déduit

(2.4) {A(p) =0, p:(p) =0, pe S}t = {Ap(z(p)) =0, w(p) # 0}.

Evidemment E est compact. Comme F' = SN {w = 0} on obtient bien que F
et F' sont deux compacts disjoints.

Dans la suite, nous aurons besoin de certains rappels sur J. Ici nous con-
sidérons 0y, sur L? comme opérateur non borné ott L? = L?(S). Evidemment si
feCl(S), 0yf = (L(f)) @, olt @ est la (0,1) forme sur S duale du champ L et
L(f) est au sens usuel.

D’autre part si A est une partie de L?(S), At désigne I'orthogonal de A
dans L?(S9). Dans toute la suite, on identifie fréquemment 9, f avec Lf, dans les
estimations. De plus on travaillera sur des éléments réguliers, i.e. de C*°(S), en
vertu des résultats de régularité C> de J. J. Kohn ([16], [17]).



670 MAKHLOUF DERRIDJ

3. Propositions préliminaires a la démonstration du théoréme

Dans la premiere proposition nous exploitons des propriétés des champs
(T, L), en particulier lemme 2.1. Elle est semblable a celle figurant dans ([10]).
(Voir aussi [21] dans un cadre plus compliqué).

Proposition 3.1. Soit f € (Ker(dy))~ NCY(S). Alors Tf € (Ker(éb))L.

Démonstration.Nous commencons par faire la remarque suivante : on a (ou ( , )
est le produit dans L2(9)) :

(3.1) (Tf,9)=—(f,Tg) pour f,geC"(9).

En effet

(3.2) (v%—u%j) =— (f,v%—U%> ., [,.§eD(C).
L2(C2) L2(C2)

11 suffit alors de remarquer que T'(r) = 0, ou r est la fonction déﬁr}issante Cr=
u? +v% +p(x,y), et quesi f,g € C(S), on peut les prolonger en f,§ € D(C?).
A partir de 1& on opére de facon simple : soit f € (Ker 51,)L N CL(S). Si
g € (Ker 9,) NC'(S) on a
OTg = (I_}Tg) o et LTg= [E,T] g+TLg
=iLg+TLg=0.

Donc g € Ker(9,) = Tg € Ker(9,). Ainsi
(Tf,9)=—(f,Tg)=0 si fe(Kerdy) et geKer(dy).

La proposition suivante se déduit de la précédente et du fait que 9, est 'image
fermée ([15]).

Proposition 3.2. Il existe une constante C > 0, t. q.

(3.3) IT"g|| < C ||aT"g||, Vg € (Ker 8,)" N C>=(S), ¥neN.

Démonstration. Par récurrence on déduit de la proposition précédente que T"g €
(Ker éb)L sig € (Ker (‘jb)L N C*(S) et n € N. Maintenant, puisque 0, est
d’image fermée, on a que : 3C > 0t. q. || o |[< C || Gy ||, Vo € (Ker 51,)L N
C1(S). Alors (3.3) en découle.

La dernieére proposition que nous établissons est liée a l'indépendance des
champs X, Y, T sur S\F.
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Proposition 3.3. Les champs X, Y, T sont indépendants sur S\F.

Démonstration. 11 suffit d’expliciter les champs en question. Nous allons mon-
trer que la matrice donnant ’expression des champs X, Y, T dans la base
(0z, Oy, Oy, O0,), admet en tout point de S\F, un mineur (3 x 3) non nul.
Notons M cette matrice. Alors :

U —v 0
M — —v —u 0
Pz Py U

Py  Pzr —U

Soit p € S/F. Alors soit u(p) # 0, soit v(p) # 0. Dans le premier cas, on consideére
le mineur :

v —v 0
—v —u 0 |(p)= (u(w®+v?))(p) =0.
py Pz —u

Dans le deuxiéme cas, on prend le mineur constitué des trois premieres lignes de
M et on trouve de facon analogue qu’il est non nul en un tel point.

4. Démonstration du théoréme principal
Nous allons d’abord exploiter le lemme 2.2 en en tirant le corollaire suivant.

Corollaire 4.1. [ existe deuzx fonctions ¢, dans C°(S) telles que
(i) 0<e<1,0<y<1,o+p=1surS
(ii) ¢ =1 sur un voisinage de E : 'V
(iii) ¥ =1 sur un voisinage de F' : W.

En effet (lemme 2.2) E et F' sont deux compacts disjoints de S. Il suffit alors
d’utiliser une partition de 'unité associée a deux ouverts, voisinages de E et F
respectivement et d’union S.

Dans toute la suite ¢ et 1) sont ainsi fixées.

Avant d’attaquer directement la démonstration du théoreme on établit une
proposition dérivant de la proposition 3.3 et du corollaire 4.1.

Proposition 4.2. Il existe trois fonctions 6,a,b dans C¥(S\F') et une constante
C > 0 telles que :

(4.1) [L,L] =0T +aL+bL dans S\F
' |1 0% | + | 8% | + | 8°b |< CletHa | sur Supp(y), Yo e N

Démonstration. Elle est immédiate car [L,E} est un champ tangent a S et
(T, L, L) est un systeme libre sur S\ F. L’inégalité provient du fait que Supp(y)
est un compact de ouvert S\ F' sur lequel les trois fonctions 6, a, b sont de classe
C*. Dorénavant nous noterons Ry = L, Ry = L, R3 =T et R; = R;, - R; si
I=(ip,---,ip), 1 €{1,2,3}.

Maintenant nous remarquons que notre théoreme principal découle du
théoréme suivant, oi1 u est la solution canonique de Oyu = f, avec f € C*(S).

ip
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Theoreme 4.3. [l existe une constante K > 0 telle que
(4.2) |Ryul| < KMHL | 1)1 vIL

En effet, une telle inégalité entraine l’analyticité de u sur S\F, ou L, L, T
sont indépendants. Mais, au voisinage de F), S est strictement pseudoconvexe et
donc u y est de classe C“ (résultat local découlant dans le cas de C? des travaux
[23], [24] ; voir aussi [9] dans un cas dégénéré).

Le but de la suite est de montrer (4.2), avec K convenable. On a déja le

Proposition 4.4. [ existe K1 >0 t. q.
(4.3) | YR ||< KT 10 v

En effet, d’apres le corollaire 4.1, 9 est a support compact dans 'ouvert S\ E.
Donc
Il+1
|4 Rrw | <)l Rru llsuppeoy< Ky 7|1

avec K; convenable, puisque u € C¥(S\E).
Par suite, il nous suffit d’établir I'inégalité suivante :

(4.4) | pRyu||< KYH T )0 vr
K5 constante convenable.

On va faire donc la démonstration par récurrence sur | I |= k. On suppose que
(4.4) est montré pour | I |< k, prenons | I |=k+ 1.

Premier cas : 2 € I. Alors Ry peut s’écrire : Ry = Ry LRy, avec 2 ¢ Ryi (on
peut avoir I” = ). On a alors (avec dyu = f et f € C¥(S5))

(4.5) I eRru |<| ¢ Rp[L, Rrolu |l + || ¢ Ro R f ]

Utilisons alors le lemme suivant.

Lemme 4.5. Il existe A > 0 (ne dépendant que des R; et de p) t. q.

[Rj,Rsl= Y MNRix Mg € C¥(S\F)
(4.6) IKI<I1J]
[RLOG)| < AV | T LKL sur Supp(e):

Démonstration. Ce genre de lemme est standard. Il se démontre par récurrence
sur | J | . Il suffit d’écrire Ry = RyRy/, [Rj,Rs] = [Rj, Rk] Ry + Ry [R;, Ry/]
d'utiliser que [Ry, Ri] = Yo_y ajreRe, ajre € C¥(S\F) et que Supp() est un
compact de S\F, et d’effectuer les manipulations habituelles sur les factorielles.

Revenons maintenant a la démonstration de (4.4) dans le premier cas (2 € I).

Le deuxiempe terme dans (4.5) & droite se majore convenablement du fait que
fecw(s).

Pour majorer le premier terme de droite, nous avons besoin du lemme suivant
ou I < J signifie iy € J, Viy € I.
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Lemme 4.6. [l existe B > 0 (ne dépendant que des R; et de @) tel que, sig, h €
C=(S\F)

(4.7) Ri(gh) = Z Ry (g) R (h),

I'+1"<I

Démonstration. La aussi on utilise une récurrence. Considérons R;R;(gh) avec
| I|=k

RiRi(gh)= Y R;Rp(9)Rr(h)+ Ry(g)R;Rrv(h)

I'+1"<I

ce qui s’écrit bien sous la forme (4.7).
Revenons alors au premier cas (ici L = Ry)

(pR]/ [E,R]//] = Z RJ/()\K,, )RK/RK// u
J/+K/§I/7 K//SI//
On tire donc :

loRp (L, ReJul < sup Ry (N o Rico Ricoru
J+K'<I', K"<I" SUPP(SO)

et donc
HSORI/ [E,RI//] UH S Z A‘IH*K”+J’|+1
J4+K'<I', K"<I"

)(| I+ J — K" ) x K+ g k)

d’apres les deux lemmes précédents et le fait que | K/ + K" |< k.
Soit encore,

H(‘ORI/ [E’RIN]UH S Z A|]'+I’17K',KU|+1K|2K’+K//+1|(I,+IH+1)!'
J/+K/SI/’ K//SI//

Soit encore
|I'+17 |42 AN AT KK
T +I7 |+ / "
R [L, Rpvlul| < Ky (I'+1 +1)!{§ <?2> }

Si Ky > 2004, la quantité en accolade est majorée par ﬁ ce qui entraine
Iestimation (4.4) si 2 € I, avec le facteur L= (voir le troisitme cas, ot on a

100
besoin d’un tel facteur).

Deuzxieme cas : 2 ¢ T et 1 & 1.
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Evidemment si 1 ¢ [ alors Ry = T" et ce cas est tres simple d’apres la
proposition 3.2

IT u|| < C || LT u| < C||[L, T™ul| + [T f]| .
Or

- .- !
(4.8) [L,T”] = Z ¢n;T7L; ¢, ; constantes t.q. | cp ; |< n_'
j<n—1 J:

(c’est élémentaire !).

De nouveau, en prenant K, assez grand, on majore un tel terme comme au cas

1.

Troisiéme cas: 2¢ 1,1 € 1.
Ainsi on considére R; s’écrivant

_ , ., / 7
(4'9) {R[—R[LR[ avec I'+1" <1

pRu = (,D[R]/, L]R[UU + @LRp Rrru.

Le terme ¢ [Ry/, L] Ry»u se majore aisément par la procédure précédente, en
utilisant le lemme (4.5) et la démonstration du premier cas.

Il nous reste le deuxieme terme de droite dans (4.9). Pour cela nous utilisons
la proposition suivante.

Proposition 4.7. Il existe une constante Cy > 0 telle que

— 2 )
(4.10) ILpg||® < 2||Leg||” + (0T ¢g, vg)| + Collegl®, Vg € C=(S).

Démonstration. C’est une démonstration standard par intégration par parties

ILegl® < || Leg|| + [([L, Lleg, 09)| + 0 (legll? + lleall | Zeg|)) -

Or sur S\F on a (4.1) (Prop. 42) et les termes (aLyg, pg) et (bLyg,¢g) se
majorent par O (|l¢gll? + [legll || Leg||) - Ce qui entraine aisément (4.10).

Si on applique maintenant 'inégalité (4.10) au deuxieme terme de droite dans
(4.9) on obtient

leLRy Ryvull* < 2 (I L(9) R Rl + || Lo R Ryl
(4.11) < 2(sup | L(¢) )? [|Rr Rpvul|fepyy + 4| LoRr Rpvu
2 |(9T§DR[/R[HU, QORI/RINU” + 200 H(,DR[/R[HU||2 .

2
"+

Il y a quatre termes a droite dans (4.11). Nous allons donc montrer que si K est

assez grand, la majoration (4.4) est valable (avec de nouveau un facteur ﬁ).
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Le premier terme est majoré par (mKll‘H | 1 |'> car le compact C'{p = 1}

est dans 'ouvert ol u est analytique réelle.
Le deuxiéme terme se traite de la méme fagon en remarquant que :

(4.12) LRy Ryu|* < 2 (|[L0) Ry Rpou|[* + || LRy Ry

Le deuxiéme terme du second membre de (4.12) se majore alors, en utilisant
le premier cas par

HS@I/RI/RI//’U,HQ < ﬁ <K‘2]/+I//‘+2)2 ((I, +I// + 1)')2

Ainsi dans (4.12), on sort
HLSORI’RI”UH <K\I +I’ \+2) ((’ I/+I// | +1|> < 50(K\I|+1 | I ") >

+2 HL R[/R[//UH

Ce dernier terme se majore par

= 2
(sup | L(#) )" |1 Rr Rrvullgg ey

et donc par

1 I)+1 2
(5072 (s 1)

si Ko assez grand.

Le quatrieme terme se majore, lui, tres aisément. Il nous reste le troisieme
terme. Mais on a
(4 13) ’(QTSOR]/Ri//’U,, QDRI/RI//U)‘ < |(9T(Q0)R[/R[//’U/, SORI’RI”U)’

. + ’(QL,OTR[/R[NU, QOR]/R]H'LL)’ .

Le seul terme fondamentalement nouveau a majorer est le deuxieéme terme a
droite dans (4.13)

|(9<,0TR1/R[HU,(,DR[/R[HU)| < ||0g0TR[/R[//U||2 + ||SOR[/R1//UJ||2

En fait si TRy Ry = Ry avec 2 € J, et comme Ry R+ est d’ordre k on est
ramené au premier cas. Il en est de méme si Ry Ry = Ty 'c’est-a-dire au
deuxiéme cas). Donc on peut supposer que 1 € (I’,I"”). Pour bien faire voir
comment on s’y prend, soit Ry = LR;/. Alors

(GC)OTLR]/RIHU, R RI//U) = ([Q@T, L]R[/R[uu, QORI/RI//’LL) +

<9g0TR[/R[//U, L(QP)R[IR[HU) + <0(,0TR[/R[HU, QOERIIRINU) .

Ce qui nous ramene aux différents cas considérés précédemment, car LRy Ry»
releve du premier cas et TRy Ry est de longueur strictement plus petite que
celle de I, car Ry = LRy et | I |=| I' | + | I” | +1.

Finalement, on a rencontré un nombre borné (disons par 20) de termes tous

1 K|I|+1

majorés par | I'|! ce qui entraine le résultat.
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