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ABSTRACT. OnR?, we consider the differential operator —A+||z||24-R(x)+M.
Here R is in the Schwartz class and M is a bounded operator of L?(R). Under
a localization hypothesis on the spectrum of —A + ||z||2 + R(zx), which is
automatically satisfied if d = 1, one proves that there are arbitrarily small
operator M, i.e. ||[M|| < 1, such that for all » > 3, for small Cauchy data of
order € in high Sobolev norms, the nonlinear Schrodinger equation admits a
solution which is bounded by 2¢ on a time existence interval of length > ="
The case R = 0 has been proved by Grébert-Imekraz-Paturel. Here we do not
need any explicit spectral analysis (eigenvalues and eigenfunctions) of —A +
[|z||? 4 R(x). The role of M is making the spectrum of —A + ||z||? 4 R(z) + M
nonresonant. We also give a partial answer in the case M = 0 : there are
some potentials R such that the spectrum of —d2 + x2? 4 R(z) is nonresonant.
For this, we use some Chelkak-Kargaev-Korotyaev’s results about the inverse
spectral problem of harmonic oscillator and construct explicit dual basis of the
squared Hermite functions.

Sur R, nous considérons l'opérateur différentiel —A + ||z||? + R(z) +
M ou R appartient a la classe de Schwartz et M est un opérateur borné de
L?(R). Sous une hypothese de localisation du spectre de —A + ||z||? + R(x),
automatiquement satisfaite si d = 1, nous prouvons l’existence d’opérateurs
M arbitrairement petits, i.e. ||[M]|| < 1, tels que pour tout r > 3 et pour
toute donnée initiale d’ordre £ dans un espace de Sobolev & grande régularité,
I’équation de Schrédinger non-linéaire admet une solution bornée par 2e sur
un intervalle temporel de longueur > €~ 7. Le cas R = 0 a été démontré par
Grébert-Imekraz-Paturel. Ici, nous n’avons pas besoin de connaitre les valeurs
exactes des valeurs propres et des modes propres de —A + ||z||2 + R(z). Le
role de M est de rendre non-résonant le spectre de —A + ||z||2 + R(z) + M.
Nous donnons aussi une réponse partielle dans le cas M = 0 : il existe des
potentiels R tels que le spectre de —8% + 22 + R(z) est non-résonant. Pour
cela, nous invoquons des résultats de Chelkak-Kargaev-Korotyaev concernant
le probleme inverse spectral de l’oscillateur harmonique et construisons une
base duale des carrées des fonctions de Hermite.
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1. Introduction

Nous nous intéressons au comportement dynamique des solutions de I’équation
de Schrodinger dans les espaces de Sobolev a grande régularité s > 1

i) = (=A+|z|]> + R(x) + M) + [¢[*Pe) (t,z) e RT xR

(1) N
o c H?

Nous généralisons les résultats de [GIP09] (cas R = 0). Nous notons

e R appartient & I'espace BC™(R? R) des fonctions de classe C>°, bornées et &
dérivées bornées. R

e Nous posons T := —A+||z||>+R(x). Les espaces de Sobolev H* := Dom(T*/?) =
{f € H*(R?), (z)* f(z) € L*(R%)} de T sont munis des normes naturelles ||-|| 5..

e M appartient & I’espace Com(T") des opérateurs compacts de L*(R?) qui com-
mutent avec T" et l'on note

M
VM € Com(T) [|M|| = sup m
20 fllL2wa)
Dans la suite, on aura ||M|| < 1.

Notre premier théoreme repose sur une hypothese de localisation du spectre de
T = —A+|]z]|> + R(z) que nous préciserons plus loin mais qui implique que 1’on a

(2) Jo,c>0 30>0 sp(T)CUKj, K; = [2j+0—%,2j+0+%
j>1 J J
Notre hypothese sera en fait presque automatique en dimension 1. Notre premier

résultat d’existence presque globale dans les espaces de Sobolev & grande régularité
s’énonce

Théoréeme 1.1. II existe des opérateurs compacts M : L*(R?) — R qui com-
mutent avec T et de norme ||M|| < 1 tels que pour tous entiers r >3 et s > 1, si
€ := |[thol| g. < 1 alors I’équation de Schridinger perturbée :

3) Opp = (=A+||z|* + R(z) + M)y + [Py

admet une unique solution 1 (t,z) dans l’espace C°((—Ce™",Ce™"), ﬁs) En outre,
on a le controle

fl<Ce™ = [P, )llg. <2
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Le théoreme 1.1 a été prouvé dans le cas particulier R = 0 dans [GIP09].
Dans le cas R = 0, le spectre de —A +||z||? est d + 2N et les fonctions propres sont
les fonctions de Hermite. Nous améliorons la méthode de [GIP09] pour obtenir
I'existence presque globale dans le cas R # 0 quand le spectre et les valeurs propres
ne sont pas connus.

Dans le théoreme 1.1, le but de 'opérateur M est de faire en sorte que 'opérateur
différentiel —92 + 22 + R(z) + M a un spectre non-résonant, c’est-a-dire que les
combinaisons linéaires de ses valeurs propres ne s’approchent pas trop pres de zéro
en un sens que nous définirons plus loin. Notre second théoréme donne une réponse
partielle au cas M = 0 en une dimension.

Théoréme 1.2. Soit (hy)n>0 la base hilbertienne de Hermite de L*(R). II
existe une unique famille (h%)n>o de fonctions paires de L*(R) telle que

Y(n,m) € N? /}Rhi(a:)hfn(x) = On.m

De plus, pour des paramétres génériques ,, le potentiel R := )", - rnh}, appartient

a H' et le spectre de —0? + x® + R(x) est non-résonant.

Les preuves des théoremes 1.1 et 1.2 sont indépendantes.

Expliquons les grandes lignes de la preuve du théoréeme 1.1. On interprete
P’équation (3) comme une équation hamiltonienne avec un hamiltonien Hy+P sur un
espace symplectique adapté. L’existence presque globale découle d’une procédure
de formes normales, c’est-a-dire que 1’on peut transformer le hamiltonien Hy+ P en
un hamiltonien plus simple. Cette réduction est obtenue grace aux estimations (4)
qui permettent d’appliquer un théoréme de formes normales présent dans [GIP09].
Nous ne referons pas la démonstration de ce dernier mais il nous parait important
d’expliquer que pour réduire le hamiltonien Hy+ P, nous devons controler les com-
binaisons linéaires des valeurs propres de —A + ||z||? + R(x). 1l s’agit du probléeme
classique des petits diviseurs. C’est alors qu’intervient 'opérateur perturbatif M
dans Iéquation (3), il a vocation & éviter les résonances des fréquences du hamil-
tonien libre. Contrairement a la preuve de [GIP09], Popérateur M est construit
grace & une argumentation de Delort et Szeftel [DS06b|. En effet, Delort et Szef-
tel ont montré dans [DS06b] que l'opérateur v—A + m? sur une variété de Zoll
évite les résonances pour presque tout m > 0 grace & une inclusion analogue & (2).
Comme dans [GIP09], nous avons besoin des estimations suivantes des intégrales-
produits des modes propres :

k
B vk >0 YN >1 Vjy > > V(- 6) € [ ]I, di]]
i=1

N

< ONﬁ V )‘jz )‘js

B )‘?1 V AjaAjs + Aji — Ay

La preuve de ces inégalités est facilitée dans le cas R = 0 par la donnée exacte des
modes propres et du spectre. En particulier, les modes propres de —A + [|z||? sont
obtenus par produit tensoriel des fonctions de Hermite uni-dimensionnelles et ’on
peut par conséquent vérifier que |||z~ < CA™'/12. Dans le cas R # 0, nous
ignorons si cette estimation est encore valable. Néanmoins, grace aux estimations
des normes LP(R?) des modes propres obtenues dans [KT05](ces dernieres ont des

W [ e o
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formes différentes selon que d = 1 ou d > 2, voir le théoréme 3.9 du présent article),
nous arrivons a prouver les estimations (4).

Expliquons a présent formellement la preuve du théoreme 1.2. AnetR fixés,
la fonction )\, satisfait le développement limité :

(5) Veel—1,1] M(eR)=2n+1+ E/Rhi(ac)R(x)dx + o(e)

Grace a l'existence d’une série génératrice pour les fonctions de Hermite, nous allons
prouver qu'’il existe des fonctions kX € H'(R) telles que

V(n,m) € N? / hE (x)h2 (x)dx = 8y m
R
Par suite, pour tout R =}, -, 7nhy,, le développement limité (5) devient

M(eR) =2n+14er, + o(e)

Heuristiquement, cela signifie que l'on peut perturber de maniere indépendante
chaque valeur propre A, (eR) grace aux parametres indépendants r, et cela va nous
donner assez de liberté pour obtenir des potentiels non-résonants. Nous allons
mettre en place cette idée rigoureusement grace a la théorie du probleme spectral
inverse de Chelkak-Kargaev-Korotyaev [CKKO04]. L’idée de considérer la base
duale finie de (h2)o<n<n a déja été utilisée par Grébert et Thomann pour perturber
un nombre fini N de valeurs propres dans [GT11, lemme 6.3]. L’existence de la
base duale est évidente dans le cas fini. Notre cas est plus compliqué car nous
voulons perturber un nombre infini de valeurs propres et I'existence d’une base
duale est fausse en général (voir la remarque 5.4).

Permettons-nous a présent de mentionner quelques travaux antérieurs concer-
nant des résultats d’existence presque globale analogues au théoreme 1.1 obtenus
par des méthodes de formes normales. La technique utilisée a été développée par
Bambusi [BamO08], Bambusi-Grébert ([BG04, BGO06)) et Faou-Grébert [FG10]
pour des EDP sur le tore, Delort-Szeftel pour I’équation semi-linéaire de Klein-
Gordon sur des surfaces de révolution compactes [DS06a], les spheres [DS04] et
les variétés de Zoll [DS06b]. Rappelons qu'une variété de Zoll est une variété rie-
mannienne compacte dont le flot géodésique est simplement périodique [Bes78],
par exemple une sphére ou un espace projectif. A notre connaissance, I'un des
cas les plus généraux traités est 1’équation semi-linéaire de Klein-Gordon sur les
variétés de Zoll avec des formes normales & tout ordre par Bambusi-Delort-Grébert-
Szeftel [ BDGSO07]. En ce qui concerne les variétés non compactes, hormis I'article
[GIP09], l'oscillateur anharmonique —92 + z?P sur R a été traité dans [Imel2]
pour p > 2.

L’auteur remercie Patrick Bernard, Ivar Ekeland et Eric Seré de ’avoir conseillé
sur les équations hamiltoniennes. L’auteur remercie Yves Colin de Verdiere et
Didier Robert pour les discussions spectrales. L’auteur remercie également Jean-
Marc Delort et Benoit Grébert de lui avoir suggéré des améliorations substantielles
du présent texte.

2. Enoncé précis des théorémes

Considérons une suite d’entiers non nuls (d;);>1 qui est & croissance polyno-
j)i>1 d poly
miale, i.e. d; < C3j°. Nous allons indexer les valeurs propres a l'aide de 1’ensemble
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ET muni de lordre lexicographique :

ET ={(j,0) e N*x N*, 1<¢<d;}

(jvl)<"'<(jadj)<(j+171)<'”<(j+17dj+1)

Définition 2.1. Soit R € BC>® (R R), nous dirons que le spectre de T =
—A+||z||* + R(z) est Zoll-localisé, ou encore que la propriété (Z) est vérifiée, s’il
existe une suite (d;);>0 de sorte qu’en numérotant Sp(T) = (A\j¢)g+ nous avons

. . c
(6) Jo,e>0 36>0 V(j,0) e ET |)\j7g—2j—0'|§j—6
La définition précédente implique 'inclusion suivante
(7) sp(T) ¢ | J K;. Kj_[2j+a—j%,2j+a+j%
j=1

Néanmoins la définition (2.1) est beaucoup plus précise et assure que la somme
des multiplicités des valeurs propres de T" dans K; est d; < C'j¢. Voici quelques
exemples pour lesquels la propriété (Z) est vérifiée :

i) R =0, i.e. pour l'oscillateur harmonique —A + ||z||?

ii) McKean et Trubowitz ont montré dans [MT82] le résultat de non isospec-
tralité suivant : il existe toute une famille de potentiels R € S(R) tels que le
spectre de —9?% + % + R(x) est exactement 1 + 2N

iii) en dimension 1 un théoréme de [KKPO05] implique que si R € BC™(R)NLY(R)
alors —02 + 22 + R(x) vérifie automatiquement (Z)

Nous prouvons le théoreme suivant d’existence presque globale dans les espaces
de Sobolev a grande régularité :

Théoréme 2.2. On suppose que
i) —A+||z]|* + R(z) vérifie (Z)

ii) g :C? — C est une fonction holomorphe qui s’annule en (0,0) avec multiplicité
>3, et g(&, &) € R pour tout £ € C

Il existe une fonction analytique réelle M : [0,1] — Com(T) vérifiant ||M(m)|| <
Cm et telle que pour presque tout m €]0, 1], pour tous r > 3 et s > 1, si ¢ :=
l[1ol|g. < 1 alors Iéquation de Schridinger

(8) i) = (=A+[Jz* + R(x) + M(m))¢ + d2g(v), )

admet une unique solution 1 (t,z) dans l’espace C°((—Ce™",Ce™"), ﬁs) En outre,
nous avons le controle

tl<Ce™ = [P, )llg. <2

et en décomposant ¥(t, x) E E zj1()@ji(x) nous avons
7>11=1

H<ce = S5 Zm 2~ 20002 < C&?

j>1
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Comme nous 'avons annoncé dans 'introduction, le cas M = 0 semble intime-
ment lié a la base duale carrée des fonctions de Hermite. Rappelons que la base
hilbertienne de Hermite est définie par

R €720 (e )
al/4y/nlon

Onnote L2, (R) = {f € L?(R), f(z) = f(—x) p.p.}. Le théoréme suivant résume

pair
les propriétés de la base duale carrée :

(9) VzeR hy(z)=(-1) (0% + 2®)h, = (20 + 1)hy

Théoréme 2.3. Il existe une unique famille (h})n>o de L2 ;. (R) telle que

Y(n,m) € N? / hE (x)hZ (x)dx = Gpm
R

En outre, cette famille vérifie les propriétés suivantes

i) on pose a, = Cr)L 1o coordonnées de h,, sur la base hilbertienne

nl24n
(har(-v2)2 /%) 50

de L?_, (R) sont données par

pair

() = (27)1/4 z 1/4 _ - (27T)1/4ak—n

oy (xv/2)21/4

i) k% appartient o H*(R) si et seulement si s < 3. La fonction hy est donc
continue, bornée et vérifie ||h%||L-~ < Cn'/S.

En application du théoreme précédent et de la théorie de Chelkak-Kargaev-
Korotyaev [CKKO04], nous montrons que génériquement un potentiel R dans H' a
un spectre non-résonant.

Théoréme 2.4. Pour des paramétres génériques (rp)n, le potentiel R := Y r,h%

appartient o H' et le spectre (An)n>0 de =02+ 22 + R(x) est non-résonant au sens
suivant

Vr>3 Vkell,r—1]] 34,v>0 Yni, - ,np, €N

k T
2
(10) {na, - ot # {npga, - one} = Z/\ni—lz An; ZW
i=1 i=k+1
ot nj est le troisieéme plus grand entier parmi ny,...,n,.

La définition précédente de non-résonance fait intervenir un nombre infini de
valeurs propres, elle apparait notamment dans [GIP09, Imel2, DS04, DS06b,
BDGSO07] et dans une version un peu différente dans [BGO06].

Ce travail est divisé de la maniere suivante : dans la partie 3, nous expliquons
toute I'analyse spectrale de —A + ||x||> + R(x) dont nous avons besoin. Dans la
partie 4, nous mettons I’équation de Schrédinger sous forme hamiltonienne pour
pouvoir appliquer un théoréeme de formes normales, cela montrera le théoreme 2.2.
La partie 5 est dévolue a la démonstration des théoremes 2.3 et 2.4.
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3. Analyse spectrale

3.1. Domaine spectral. Nous allons rappeler quelques résultats bien con-
nus. La proposition suivante est importante et décrit les espaces de Sobolev de
Poscillateur harmonique (voir [Hel84]) :

Proposition 3.1. Définissons Ty = —A + ||z||?. Pour tout s € R, le domaine
I s/2
de Uopérateur T,,"” est

HRY) = {f € L*RY), |Ifllg. = |Ifllms + |l2)* f(@)l|2 < +00}

On notera H® = ﬁS(Rd) s’il n’y a pas ambiguité. En outre, pour tout s’ € R, T§
envoie contintment H' dans H2( =),

La chaine d’espaces de Sobolev (H*(R%)),er est munie de la dualité naturelle
par rapport a L?(R%), si bien que le dual de H*(R?) s’identifie & H—*(R%). Nous
avons aussi la

Proposition 3.2. Soit R : S(R?) — S(R?) un opérateur linéaire auto-adjoint
qui conserve continument tout espace H® pour s € R. Alors les modes propres de
To+R sont dans Uespace de Schwartz S(RY) et pour tout s > 0 on a Dom(Ty+R)* =
Hs®.

PREUVE. La régularité des modes propres découle d’un argument completement
standard : si f € L2(R?) vérifie Ty f = (A — R) f alors Tyf € L2(R?), donc f € H2.
L'équation Tof = (A= R)f € H2(R?) permet de nouveau de gagner de la régularité
et une récurrence immédiate prouve que f appartient a 1’espace ﬂnzoﬁ n(R?) qui
n’est autre que S(RY) (cela se voit par exemple & I’aide de la description des espaces
de Sobolev donnée par la proposition 3.1).
Montrons maintenant 1’égalité des domaines dans le cas ou s € N. En développant

(To + R)*, Vopérateur différentiel (T + R)® — 1§ apparait comme une somme
d’opérateurs différentiels Aq,---, A, qui sont composés de Ty et de R. Disons
que A; est composé de k; fois Ty et s — k; fois R pour k; € [0,s — 1]. Notons que
la formule du bindéme n’est pas applicable car R et T ne commutent pas a priori.
L’opérateur A; o TolfS envoie continiment L2 = H° dans H2(=1=%) ¢ L2, Cela se
traduit par

Ve SRY) (To+R)*f = T5 fllzay < ClTg ™ fll 2o

A présent, nous allons faire intervenir la base hilbertienne de Hermite multidimen-
sionnelle (hj ) avec Tohj, = (2(j — 1) + d)hje et 1 < £ < Cj971. Ainsi,

1 2(s— s— 2(s—
& 2T b S NTST ey < C D207V hy)
(4,6) (4:6)

Or pour tout a > 0 il existe b > 0 tel que
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Donc
175 fll L2y < Ca® Y 5% (F,hje)® + Cb* Y (f,hje)®
(3,6) (3,0)
= Ca’||T5 f 172y + COlI 1172 (ga)
[(To + R)* f = 1§ fl| L2 ra)
< CITE flleray < CallT§ fl| p2ray + OBl | L2 ray
En choisissant a < 1/C, nous pouvons appliquer le théoreme de Kato-Rellich, les

opérateurs (Tp + R)® et Ti ont le méme domaine. Lorsque s > 0 n’est plus entier,
on conclut par interpolation complexe

Dom(T?) = [Dom(TE(S)),Dom(TE(S)'H)L =

By Dom(Tf(S)H)} , = Dom(Ty)

[Dom(7;
ouf=s—E(s)el0,1]. O

Si R € BC™(R?), alors lim ||z||?> + R(x) = +oc et il est classique que T :=

—A+||2||? + R(x) est essentiellement auto-adjoint, & résolvante compacte, que son
spectre est discret et qu’il est diagonalisable dans une base orthonormée ([RS75,
théoreme XIII.67] et [BS91, chapitre 3, théoreme 1.1]). Quitte & ajouter une
constante & R, nous pouvons supposer que l'opérateur T' est défini positif (en fait
I'hypothese R > —d suffit car d est la plus petite valeur propre de —A + [|z||?). Par
suite, on peut définir spectralement les opérateurs T°. La proposition précédente
nous donne les informations supplémentaires suivantes

Corollaire 3.3. Si R € BC>(R?) alors les modes propres de Ty + R sont dans
Uespace de Schwartz S(RY) et pour tout s > 0 on a Dom(Ty + R)* = H*.

PREUVE. 1l suffit de rappeler que RH* (RY) c s (RY) pour tout réel s. Cest clair
si s est un entier naturel d’apres la proposition 3.1 et la formule de Leibniz. Par
interpolation, c’est donc vrai pour s > 0. Mais par dualité nous avons aussi pour
tout s > 0 :

¥(f,9) € H°(RY) x H*(R") |(Rf,g)| = |(/, Rg)|
<fllg--l1Rgllz. < ClIfllg-Ilgll g

Cela prouve que Rf appartient a H—s. Autrement dit RH® C H* pour tout s € R.
O

On convient que la notation a ~ b signifie que le quotient 7 est compris en-
tre deux constantes universelles strictement positives. La proposition suivante est
facile.

Proposition 3.4. En reprenant les notations de (6), si R € BC®(R?) et si le
spectre de —A + ||z||? + R(z) est Zoll-localisé, alors nous avons

(11) VG0 € BT lgjellg. =5
Nous avons I’équivalence

i) Z Zje®Pj.e € H*

(4.£)eE+
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i)Y N lzel® < oo
(G.)eE+
d;

i) Y 5°Y |zel? < +oo

i>1 =1
PREUVE. Pour la premiere estimation, nous avons
s s/2 .5
195.6ll g = I Bjellze = XJ7 = 5
La fin découle aisément de 1’équivalence
feH'RY) & (f,T%2f) € LA(R?) x L*(RY)
O

3.2. Condition de non-résonance. Définissons a présent la condition de
non-résonance. Cette condition technique apparait dans les travaux [GIP09, Imel2,
DS04, DS06b, BDGSO07] et dans une version un peu différente dans [BGO6].

Définition 3.5. Nous dirons qu’une suite (A\j¢)p+ est non-résonante si

Vr >3 Vke[[l,T—l]] 367’7>0 v]lau]TEN* vglauﬂTEH[[:l?d]w]]
i=1

k T
(12) s sdnt # ks 2 de} = Z)‘ji,& - Z Ajisti| = i)
=1

i=k+1 (73
ot j5 est le troisiéme plus grand entier parmi ji,--- , jr.
Une argumentation due & Delort-Szeftel montre la proposition suivante :

Proposition 3.6. Soit R € BC™(R%,R) tel que la propriété (Z) est vérifiée.
Il existe une application réelle analytique M :]0,1[— Com(T') telle que ||M(m)|| <
Cm et le spectre de —A+ ||z||?> + R(x) + M (m) est non-résonant pour presque tout
m > 0.

PREUVE. On note () ¢)p+ le spectre de —A + [|z]|*> + R(x). Nous allons invo-
quer un argument de Delort-Szeftel. D’aprés la proposition 2.2.1 de [DS06a],

pour presque tout m > 0, la suite (4 /A?l +m?2)(j;) est non-résonante. Remar-
quons que c’est & ce point que la croissance polynomiale de d; intervient (voir le
lemme 2.2.2 de [DS06a]). Puisque la fonction m €]0,00[— A1 1v/m €]0,00[ est
localement absolument continue, elle conserve les ensembles Lebesgue-négligeables.

Ainsi, (1/A3, +mA7 ;)(j,) est non-résonant pour presque tout m. Nous définissons
alors M (m) I'unique opérateur vérifiant M(m)p;; = (/A2 +mA] | — Aji)¢j. 1l

est immédiat que M (m) commute avec T et est borné de norme < mAy,1/2. De plus,

M (m) est compact car autoadjoint et vérifie ” |1ll\m (M(m)¢ji, ¢;1) = 0. Nous
|+l —+oo ' '

vérifions facilement que M est analytique réelle de 0, 1[ & valeurs dans £(L%(R%)) :

mA? .
VYm E]O, 1[ M(m)(bjyl = /\j,l 1+ — —1 d)j_,l = Zm M[n]d)j’l

22
J,l n>1
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olt M[,,) est 'unique opérateur borné de L?(R%) défini par
n AT
V(‘],Z) € EJF M[n](bj,l = ( 1/2 ) )\T;l(bj,l
sl
Nous avons en outre

2n)I\
= sup (n) 1,1 < 400

n (ni2M)2(2n —1)

n
sup || Mj,1|| = su A
sup 10411 = sup (7, ) 2s

cela prouve l'analyticité de m — M(m) = > -, Mp,ym" sur |0, 1[. Par construc-
tion, le spectre de T' 4+ M (m) est non-résonant. La propriété (Z) est immédiate
car

2 2
m)\Ll m)\Ll g

< < -
VAt AL A P T

AT+ mATL = Al <

Remarque 3.7. Il aurait été bien plus intéressant, au sens physique, de per-
turber T par un potentiel. Nous estimons qu’une telle construction passe nécessairement
par la compréhension d’un probleme spectral inverse. Voir la partie 5 pour le cas
de la dimension 1.

3.3. Lemme de commutateur et estimées des normes de Lebesgue.
Le lemme suivant nous est utile pour démontrer les estimations multilinéaires de

Lemme 3.8. Soient a, R € BC®(R?) et T = —A+||z||>+ R(z), considérons la
suite d’opérateurs continus de l’espace de Schwartz S(R?) définis par la récurrence

Ay = a, Vn € N An+1 = [An,T] =A,T—-TA,
Nous avons une décomposition

Ap =Y Wnala)D*

la<n
ot Wi o : S(RY) — S(R?) est un opérateur linéaire vérifiant
(13) VseR  [[Whal(a)llg. < Cnsllallgaionia

Par conséquent, on a

(14) VieS®RY ANz < Ca Y llallgarznialllfllgia
lo]<n
PREUVE. On note W(z) = ||z||*> + R(z). Pour n = 0 on a Ay = a et donc

Wo.0 = Id. On suppose le résultat vrai au rang n. Pour tout f € S(R?), le terme
Apt1(f) = [A,, T)(f) s’écrit
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A(An(f)) — A (Af)+A( f) = WAL(f)
= Y A(Wna(a) +2ZaWM (a)d; f)
o] <n
+ > Waal@)D*(Wf) = Wy a(a)W f©
la|<n

= > AWiala) f<a+2zaww (@), f ) +

o] <n
Z Z ﬁ' o W.ala YW () fla=p)
|a|<n 0<B<la
Il ne reste plus qu’a vérifier les estimations de type (13) au rang n + 1.
||A(Wn,a(a))||ﬁs < ||Wn,a(a)||ﬁs+2 < Cn7s+2||a||ﬁs+2+2nf\a\
= n,s+2||a||ﬁs+2(n+1)f\a\
[[Wh,a(a)|

= Cnst1llal

||6iWn,a(a)||ﬁs

IN

Fs+1 < Cn,s-‘,—l ||a/||f_js+1+2n7\a\

Hs+2(n+1)—(la|+1)
IWAOW, a(@)lg. < ClWaa(@)||geir < Cnsillal
< Cn,s-‘rl”a'

Hs+1+2n—|al

Hs+2(n+1)—|a—p|
A la derniére étape, I'inégalité [[WEOW, o(@)||g. < C|[Wna(a)||g.s: vient de 3 #

0. En se rappelant des inclusions continues H4(R?) ¢ HY(R?) ¢ L*°(R%), nous
obtenons l'estimation (14) :

14n(Dllze < D7 IWaal@llz=llfllze < Co Y7 Hlall gason—ollfll g«

la|<n la|<n

d

Nous avons aussi besoin des estimations des normes de Lebesgue des modes
propres de —A + ||z[|> + R(x) qui se trouvent dans [KTO05] (on y examinera les
théoréme 4 et corollaire 3.2).

Théoréme 3.9. (Koch-Tataru) Soient W € C®(R%,R) un potentiel qui vérifie
W(z) = ||z|*, VW ()| = |l=[l, [Jo;W]] ~ 1

et ¢ € L2(R\{0} un mode propre de —A + W associé¢ a la valeur propre A > 0,
alors

el o ey S AP || 2 (ray
ot pq(p) est défini comme suit sid > 2 :

. 2(d4+3)
) st 2<p< |

1
p
=1 H(a(3-3) w vz

) St 2d 5 <p< +oo
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Et comme ceci dans le casd =1 :
st 2<p<4

1
2
pi(p) =
L(-1+4 si 4<p< 4o
Remarque 3.10. Le cas (d,p) = (1,4), absent de [KTO05], est traité dans le
corollaire 5.6 pour les fonctions de Hermite,i.e. si W(z) = ||z||?.

3.4. Estimations multilinéaires des modes propres. On indexe les modes
propres de —A + [[z][> + R(x) en une suite (¢;¢)(j,0ep+ associée & (Xje) g+

Proposition 3.11. Soit R € BC™(RY) et supposons que le spectre de T =
—A + ||z||? + R(x) est Zoll-localisé, nous affirmons que les intégrales-produits des
modes-propres de T vérifient les estimations swivantes : pour tout entier k > 3, il
eziste des constantes v € R, 3 > 0 telles que

k
YN >1 Vi > 25 =1 V(oo 0) € [[11Ldy]]

i=1

W - N
: e iy (2)d koN)2S (o YI2ds VJZJB)
(15> '/]Rd ¢J1141 (I) (bjklk (I) x| < C( vN)jlﬁ ( To73 + j1 — jo

Dans la suite nous dirons que T vérifie la propriété (I-P). Sid =1 et R € L*(R)
alors la propriété (I-P) est automatique.

La démonstration se fait en trois étapes.
Premiere étape
Nous affirmons que pour tout k > 3, il existe des constantes 3,v,C > 0 qui
dépendent de k telles que

k
Vji > >4 >1 Yy, - ,lg) € H[[Ldi]]
1=1
(16) ’/ ¢j1,€1 (JJ) o (bjlmék (l‘)dl’ < C(k)%
Rd jl

Si d = 1, il suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz et d’utiliser les
estimations des normes de Lebesgue pour (d,p) = (1, +00).

k—2

’~/]Rd ¢j17@1 (JJ) T ¢jk7ék(x)dx < H ||¢ji7éi||Lw(R)
=1

Cck—2 C(k)
112y /12 = j;/m

a )‘j1751 Jk—2,4k—2
La derniére majoration découle de appartenance Aj, o, € K, (voir (7)). Sid > 2,
il s’agit d’appliquer l'inégalité de Holder correctement. Choisissons p; = p2 €

2(d+3)
27 d+1

p(p2) < 0, nous avons :

[ et ps, -+ ,pr > 2 arbitraires de sorte que > % = 1. Comme p(p;) =

k

k

C(k) ;

‘/Rd Gir (@) -+ by o (@)da| < T s0llLe ey < o H)\i.(ii)
1=1

X
J1,61 )\j2762)_p(p1) i=3
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La conclusion découle aisément du théoreme 3.9 et de ’équivalent \; , ~ 2j.
Deuxieme étape

Nous faisons maintenant une disjonction de cas.
Premier cas. Si j1 — ja < +/joj3 alors on a

V273
J1—J2 +VJj2Js3

L’estimation (16) implique trivialement (15).

Second cas. Si j1 — jo > /7243 > 1 alors nous allons appliquer le lemme 3.8 &
a = Gjs05 Pjr.er- On notera que a € S(RY) en vertu du corollaire 3.3. L’intérét
des commutateurs apparait ici :

1
> -
-2

/ b5 (2) - Gjan (@)dz = / bir 02 (@) 5 00 (2)a(x)dx
Rd Rd
1

= / a(bjz,bT(bth - a’¢jlwllT¢j2ve2d$
)\jl - )‘jz R4

1

= o — N - ¢j11£1T(a’¢j21£2) - ¢j1751 aT¢j2,l2d$
J1 J2

1
=N .0 [T, aldg, e, dx
Ajr = A /Rd Oita [T 0l
Une récurrence immédiate sur n et 'estimation (14) aménent a

‘/}Rd (bjlvll (I) T (bjklk (I)d:l? = |/\j1 - /\jz |72n

/ ¢j1751A2n(¢j2,42)d$
R4

< Clijr = jol 72| 42095 ]| L2 (R
< Cn|j1—j2|72n Z ||a||ﬁd+4n—\a\||¢jz,l2||ﬁ\a\
la|<2n
. Lo — . 2
< Calir =42l Y Nlall gasan-inds™
la|<2n

La derniere majoration vient de I'asymptotique (11). Pour dominer ||a|| 5., avec s >
0, nous invoquons 'inégalité suivante (voir [AG91, page 98, chapitre 2, Proposition
2.1.1])

Vu,w € H*(R) N L¥R?)  Nuw||g: < C(s)(|[ullzsl[wllze + [ul |z |[w]]+)
Mais comme ||ul|z. ~ [|u|[zs + |[uw(x){z)*|| 12, nous obtenons facilement

Vu,w € H*(R) N LPR?)  uw||g. < C(s)(|lull gellwllze + lul|ze|lw]| 7.)

Associés a I'inégalité ||d; | 5. ~ §°/2, le théoréme 3.9 et une récurrence fournissent
linégalité

5/24
llallge = Qs es = il e < O(k)]gs,/ v
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ou v = (k — 3)max(pg(c0),0). Par suite, il vient

. . v+d/2+2n— 2. 2
}/ Gjrtn (@) Bje, (@)da| < Copljs — o 720 Y gy AR I2 0
o <2n
. d
; jud/zeen i lal/2
= R lj1 — j2|%" J3
|a|<2n
. (jajs)”
< C k]y+d/2%
TRy — ol

< Cupgy ™ < _ Vs >2n
’ Vi2Js + |71 = J2

La derniere majoration utilise la condition j; — j2 > /j2j3. En notant B le dernier
majorant et A le membre droit de (16), nous obtenons la propriété (I-P), c’est-a-dire
I'inégalité (15), avec I'inégalité min(A, B) < VAB.

Troisiéeme étape
Il ne reste plus qu’a traiter la derniere partie de la proposition, c’est-a-dire le cas
d = 1. Le théoreme 1.2 de [KKPO05] implique le suivant

Théoreme 3.12. (Klein-Korotyaev-Pokrovoski) Soit R : R — R une fonction
lipschitzienne a primitive bornée alors le spectre de —0%+x*+ R(x) est Zoll-localisé.
De maniére précise, si on note (A\;);j>1 la suite strictement croissante des valeurs
propres alors on a

Vi1 |\ -2j+1<cyme

Si de plus R est impaire, alors on peut remplacer le majorant par Cj~1/3

En fait le théoreme précédent est énoncé dans [KKPO5] avec ’hypothese
supplémentaire que la fonction R est bornée, mais cela est conséquence de I'inégalité

de Kolmogorov :
/ R(t)dt‘
0

Donc, si R € BC*®(R) est intégrable alors —92 + 22 + R(x) vérifie (Z), et donc
(I-P) grace & ce qui précede.

sup |R(z)| < 2\/sup |R/(x)| X sup
T€R T€R z€R

4. Modele hamiltonien

4.1. Forme hamiltonienne. Nous pouvons passer a la preuve du théoreme
2.2. Nous mettons 'EDP (8) sous forme hamiltonienne. Définissons
E={(j,£) e Z* xN*,(|j|.¢) € E*}
Considérons 'espace des phases

1/2
dyj| /

Ps = 1 () € C7 ||zl = Z|J|Z|ZM| < oo

JEL*

que nous munissons de la structure symplectique donnée par la forme
dyj|

Ve,y € B w(z,y) ZZxﬂy Jb— T—j oY)
j>14=1
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La somme précédente sera convergente des lors que l'on choisira s > 0. Nous
noterons aussi le crochet de Poisson de deux fonctions f,g: Ps — R:

{f.gy =D 05uf x0_jug—0_juf X Djeg

(GOeE*

Soit ¢ une solution de I'équation (8) dans D'espace CO(I, H*) ou I est un voisinage

de 0 € R. Nous allons désolidariser ¥ de sa conjuguée en posant 1 = 9 et 12 = .
Ainsi, (8) équivaut a la paire d’équations
01 = (=A+ |zl + R(x) + M(m))1 + 929(1h1,2)

(17) —idpy = (=A+||z|]2+ R(z) + M(m))y + Dag(th1, ¥a)

Nous allons résoudre cette EDP avec la condition initiale 11 (0, -) = 12(0, ). Comme
les deux équations précédentes sont conjuguées 'une de 'autre, on aura ’égalité
suivante sur tout le temps d’existence

(18) vt P1(t,-) = Pa(t,-)

L’holomorphie de g et la propriété g(a,a) € R, valable pour tout a € C, prou-
vent que le systeme précédent se ramene en fait a

iy = (=A+||z]]* + R(x) + M(m))y1 + d29(t1, 12)

(19) —i0py = (—A+||z]|* + R(x) + M(m))ve + d1g(¢1,12))

Nous transférons ces deux équations sur les modes propres. Autrement dit,
nous posons

ilte) = Y zedie),  waltiw) = Yz e(t)dye(x)
jLeE+ Jte Bt

Rappelons que les modes propres ¢; o peuvent étre choisis & valeurs réelles, si bien
que la propriété de conjugaison (18) s’exprime

(20) Vit zoje(t) = Z5(t)
Nous définissons naturellement
,P:_ = {(Zj,f) € Ps, V(jv f) e E" Zj,—t = m}

et nous cherchons donc une solution a valeurs dans P;. En notant (—A + ||z[|* +
R(x) + M(m))dj.e = wjedje les équations aux valeurs propres, on est ramené au
systeme suivant

i2f (1) = wijezje(t) + [pa O29(1,2)dj ed
21 Vil e ET .
ey S0 = wpga(t) + fea D19 (0, a)sade

En notant z la fonction t € I — (z;¢(t)) £, la proposition 3.4 nous donne

zePs & (1/)1,1/)2)€ﬁs><ﬁ5
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Il ne reste plus qu’a interpréter les équations (21) comme une seule équation hamil-
tonienne en z. Définissons le hamiltonien libre H et la perturbation P pour tout
z € Py

Ho(z) = E Wj,e2j,6%— 0
(4,0)eE+

P(z) = /Rg S zudie), Y zjubie(a) | da

(4.0 eE+ (J,0)eET
Vérifions que Hy et P sont bien définis sur tout Ps pour s > 1.
[Ho(2) < C Y 1illlziel® + =gy = C D 1il*lzel?
(J,0)eET (4,.0)€E
Ainsi Hy est un polynome quadratique de Ps. Occupons-nous de g. Comme z € Py,
les fonctions 11 = Z(j,é) Zje0j e et o = E(M) zj 09,0 appartiennent a 'espace ﬁs,
or ce dernier est une algebre de Banach, non unitaire, pour s > d/2. Comme g :
C? — C est développable en série entiere et s’annule en (0,0), la fonction g(11,1)2)
est parfaitement définie & valeurs dans He et trivialement holomorphe par rapport
& z € P, (voir ci-apreés le développement en série entiere). L’injection holomorphe

(car linéaire continue) H® — L' acheve de prouver que P est holomorphe de Ps a
valeurs dans C. Le systeme devient alors

) iz (t) = 0._.,(Ho+ P)
V(j,0) € B Pzl ot

(4, 0) { —iz () = 0.,,(Ho+P)
Ce qui se simplifie en la forme hamiltonienne suivante

(22) 7= Xnyrp(2), 2(0) € PS

ou le gradient symplectique est défini par
Xp=1 ((_8*j,lf)(j7£)eE\E+ ) (87j,ef)(j_,z)€E+)
On remarquera que le hamiltonien Hy+ P est bien invariant sur les courbes intégrales.

4.2. Application d’un théoréme de formes normales. Posons la définition:

Définition 4.1. Un polynome Z défini sur Ps est en forme normale s’il est de
degré pair 2k et de la forme

dy | dy | k
V2ePs Z(z)= E E E aj.ee szi,ziz—ji,e;
jEN*kll-,"'-lk:ll/l-,“'-l;:l =1

Nous définissons de surcroit “I’action sur le paquet spectral K;” :
dj
VzePs Ji(z) = Z 2j.0%j,—¢
=1
Un calcul montre que les crochets de Poisson suivants sont nuls :
{Ho, J;} ={2,J;} ={J;,Jir} =0

ou Z est en forme normale. En considérant le développement en série entiere

1 — _ .
Yo,y €C gluy) =)~ 0105 (0,00t y""

r>3 k=0
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nous obtenons celui de P sur Py (voir [Nac69] pour I’holomorphie en dimension
infinie) :

1« .
P(z) =) = Ok057%9(0,0) Py 1(2)
0

r>3 " k=
r k—r
Povi(z) = / S edele) S s ebsela)
RY\Gipebt (J,0)EE+

= Z Zjin " Rkl F—ght 11 T Rl / ¢j1751 (IE) T ijr,lr (:E)d:l?
GOEEH)" R
L’estimation des intégrales-produits, exprimée par la propriété (I-P) (c’est-a-dire
Pinégalité (15)), montre que P est dans une classe de fonctions auxquelles on peut
appliquer le théoréme de formes normales présent dans [GIP09] (théoréeme 3.9).
Signalons que dans ce théoreme la condition de non-résonance énoncée semble plus
forte, a savoir

Vr>3 Vke[l,r—1]] 36,y>0 Vi, 5 €NY Vo, 0 € [ dg]]
=1

k T ( e .*)
{0y # Lkgrs o oint = Zwa‘i,&- - Z Wit | 2 %

i=1 i=k+1 J3
ou ji > j5 > ji sont les trois plus grands entiers parmi ji,-- - ,j,. Mais la preuve
de la proposition 3.1 de [GIP09] montre que cela équivaut a notre définition 10.
Le théoreme des formes normales énonce ceci : comme les fréquences de Hy =
> wjzjez—j¢ constituent une suite non-résonante (proposition 3.6), pour tous
entiers r > 3 et s > 1, il existe une transformation T canonique (i.e. qui conserve
les crochets de Poisson), analytique, réelle (i.e. vérifie 7(PJ) = PF), définie sur un
voisinage de l'origine de Py, et qui transforme le hamiltonien Hy + P en

(Hy+ P)or=Hy+Z+R
avec

i) Z est un polynéme en forme normale

ii) R est négligeable a Pordre 7 : || X (2)||s < C||2|[%
iii) 7 est proche de l'identité : ||7(z) — z||s < C||z|)?
En fait nous allons appliquer ce théoreme a r+2 plutot qu’a r. Revenons a 1’équation
hamiltonienne (22) et effectuons le changement symplectique z = 7(§). La fonction
¢ vérifie I’équation hamiltonienne

(23) ¢ = Xuy+z+r(€), €(0) € PF
Examinons alors la fonction
NED) = > 1160 —e(t) =D 1i1°T;(€(1))
J.LeE+ jz1
Comme 7 est réelle, la condition £(t) € PF, valable en t = 0, se transmet pour tout

t. Si bien que

NE®) = D Pl = 1E@II2

(3,0)€EE
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Ensuite, par dérivation, il vient

%N({(t)) =i{N,Ho+Z+ R}

Comme les fonctions & — &; ¢£_; ¢ ont des crochets de Poisson deux a deux nuls et
comme N et Hy ne dépendent que de ces fonctions, nous obtenons

[AN(E®)] = HN. R}

= | > 0NO_j/R—0_;NO;/R
GOeEt
= Dl (€500-54R = &.40;4R)
i>1
1/2
< 2D gl I X=(EIs
i>1
1/2
< CDoilGlP | @It
i>1
< COlE@s+?

La fonction 7 est définie sur un voisinage de l'origine de Ps, disons la boule B, =
{&11€l|s < €}. Considérons donc une solution locale de (23) avec condition initiale

£(0) € B.NPF. Soit Ty le plus grand temps sur lequel sup [|£(#)]]s < 2e. Si
0<t<Tas
Ty = 00, il 0’y a rien a faire. Supposons donc Ty < co. Nous avons

IN(E(t)) = N(£(0)] < Cte™?
En faisant tendre ¢ vers T}y, il vient
4e? — 2 < CTye™ 3

Donc Tyy > Ce~"~!. Par ailleurs, puisque 7 est proche de ’identité, nous avons
lorsque ||£(0)]| < € on a ||z(0)|| = ||7(£(0))|| < Cre. La méme démarche est valable
pour les temps négatifs. Cela acheve de prouver le théoreme 2.2. Le formalisme
hamiltonien permet d’avoir des informations supplémentaires sur les paquets spec-
traux K;. Pour cela, examinons la situation sur l'intervalle temporel d’existence
[-Ce™",Ce™"]. La méme argumentation nous ameéne &

S5 |G e = Sl RY < 0=

Jj=1 Jjz1

et donc

N FE®) — J(E0)] < CeT x 7 = Ce?

j>1
Par ailleurs, 7 est proche de I'identité donc ||z(t) — £(#)]|s < C||z(1)||? < Ce2, ce
qui nous amene a

Y3z () = JiED)] + 1;(=(0)) = J;(£(0))] < Ot

Jj=1
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Et enfin,

373 ((1) — Ji(2(0)] < C

j>1
5. Potentiels non-résonants en dimension 1 et base duale

5.1. Suites duales dans un espace de Hilbert. Le couple (H, (-, -)) désigne
un R-espace de Hilbert séparable muni d'un produit scalaire, typiquement L?(R)
ou £2(N) muni de leur produit scalaire usuel. Une démarche analogue est valide en
considérant des espaces hilbertiens sur le corps C.

Définition 5.1. Deuz suites (en)n>0 €t (€] )n>0 de H sont duales si (en,€l,) =
5n7m pour tous entiers n,m € N.

Bien que nous n’en aurons pas besoin, il est évident de vérifier qu'une suite
admet une suite duale si et seulement si elle est topologiquement libre.

Proposition 5.2. Soit (ey)n>0 une suite de H, les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) (en)n>0 admet une suite duale (€)n>0
it) (en)n>0 est topologiquement libre, i.e. pour tout entier n € N le vecteur ey,
n’appartient pas & ladhérence de Vect({em,, m # n})
(

PREUVE. i) = ii). Pour tout entier n on a (€, e,) =1 et
Vect({em, m # n}) C Vect(eX)*

Donc e, n’appartient pas & Vect({em, m # n}).
ii) = i). Il existe f,, tel que (fyn,en) # 0 et (fn,em) = 0 pour tout m # n. On
choisit alors ef = (fn,en) "L fn- O

Voici le critere pratique que nous utiliserons plus loin.

Théoreme 5.3. Soit (en)n>0 une suite libre de H, nous notons (en)n>0 la

famille orthonormée de Gram-Schmidt de (en)n>0, ¢’est-a-dire que l'on a pour tout
neN
o (en,en) >0
o Vect(eg, - ,en) = Vect(eo, - ,en)
On note A = ({em,n))(n,m)en2 la matrice de passage de (€n)n>0 @ (én)n>0, 0U les
indices n et m parcourent respectivement les lignes et les colonnes. Si bien que A est
triangulaire supérieure et formellement inversible (i.e. ses éléments diagonaux sont
inversibles) et l’on note Al = (bn,m)n,m- Alors nous avons I’équivalence entre les
deux assertions sutvantes :

i) la famille (en)n>0 admet une suite duale
ii) chaque ligne de A=" appartient a (*(N) : pour toutn € N on a Z bi,m < 400
meN
On suppose vraies les deux propriétés précédentes et l'on note p : H — H le
projecteur orthogonal de H sur Vect{e,,n € N}. On a l’équivalence
iii) une suite (e)n est duale de (en)n

i) pour tout n on a p(el) = Z bn,mEm
m>0
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PREUVE. i) = ii). Soit (f,)n une suite duale de (e;),. Pour tout entier N > 0,

on note py le projecteur orthogonal de H sur Hy := Vect(eg, - - ,en). Pour tous
entiers (n,m) € [0, N]? on a
(24) <pN(fn); 8m> - <f'n,; em> = 5n,m

Ainsi, (pn(fn))o<n<n est une suite duale de (ey)o<n<n. Mais comme (e, )o<n<n
est une base de I'espace de dimension finie Hy, la suite (pn(frn))o<n<n est unique.
Pour déterminer les coordonnées selon (g,,)o<n<n il s’agit de remarquer que les
égalités (24) s’écrivent matriciellement :

(o (fn), 5m>)o§n,m§N An =1y
olt Ay désigne le bloc [0, N]? de A. Par inversibilité de Ay, on a
(<pN(fn)75m>)o§n,m§N = (bn,m)ogn,mgjv

Autrement dit, py(frn) = Z bp,mem et donc

0<m<N
> 02, = sup [lpn (fa)l1 < Ifall?
o N>0

ii) = i). Pour tout n, on note e = > b, mem € H. La formule A™'A = Id
signifie précisément que (€%, €m) = On.m-

ili) = iv) Cela a été montré au cours de la preuve i) = ii).

iv) = iii). Il s’agit d’examiner la preuve ii) = i) pour comprendre que 'on a

(en,em) = (p(en), em) = Onm

O

Remarque 5.4. Le théoréme précédent justifie qu’il existe des familles libres
(en)n>0 qui n'ont pas de suite duale. Par exemple, on considére (ey)n>0 une base
hilbertienne d’un espace de Hilbert, puis eq = €qg et e, = €, —En_1 pour toutn > 1.
Pour tout entier N > 0 le bloc [0, N]?> de A~! est

1

1 -1 0 --- 0 - | P |
0 .o T T 0

0 =
: t. =1 : " R
0 -+ ... 0 1 0O -+ ... 0 1

Ainsi, la matrice A=% ne satisfait pas le point ii).

5.2. Construction explicite d’une base duale. Dans le théoreme 2.3, la
suite (@), va intervenir grace aux propriétés suivantes :

(2n)! 1

~

nl24n = \/mn

1 «
26 = anpz™, Vi—z=1- D
(26) v1—=z ngo 7121271—1

(25) Q=
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Nous nous inspirons de [Wan09] qui suggere de décomposer les produits de
fonctions de Hermite A, (2)hy, (z) sur les fonctions ha, (v1/2). Ce choix est 1égitime

. a2 .
par conservation du terme e~* . Dans le cas n = m, nous obtenons une expression

étonnamment simple en fonction de a,.

Proposition 5.5. Pour tout n € N nous avons

n

Z 27T 1/4\/_an k]hgk(x\/_)21/4

k=0
PREUVE. Pour tout n € N, la fonction h2 admet une décomposition dans L?(R)
= > dl eVt
k>0
La parité assure que a;l)k = 0 pour k impair. Ensuite, comme h2 = cH?l(gc)e_f”2
et hy(2v2) = ¢ Hy(2v/2)e=*" on comprend que al, . = 0 pour k > 2n par examen
des degrés. En changeant nos notations, nous avons obtenu une décomposition

= anrhor(zV2)2/*

k=0
avec a,, # 0. Cela montre donc la liberté de (h2),>0 et que (hgn(x\/i)21/4)n20
est la base orthogonale de Gram-Schmidt associée. Par orthogonalité, nous avons

e = / B2 (2)hop (2v/2)2Y  de
R

Le calcul exact de l'intégrale précédente va étre obtenue par la méthode des séries

génératrices. Rappelons les deux formules suivantes que ’on trouve respectivement
dans [Sze75] et [BTT10, lemme A.5] :

exp(2zx — 22) = Z Hn('x) 2"
n!
(27) 1 1w =
—— exp | —— :C2> = w"hZ (z
(1= w?) p( T+ w g; n(@)

En revenant aux fonctions h,, via (9), nous avons pour (z,w) voisin de (0,0) :

7 V4 exp(222v2 — 22 — 22) = 2"/2hn :C\/iz—
o )= X V)

#) = Y El i)

n, m>0

_ .2

7T—1/4672) exp (ZCC\/—

(1 —w

Pour faire commuter ) [ = [ 3", on rappelle que C' = sup ||k, ||~ < +00 (voir
[KTO05]), on a alors

m/2
Z / 2 "zm|h,21(17)hm($\/§)|dx

n,m>0

< CZW, m>0w Z\/_ f]R |h2 |d$ = (1— 'u))(CiV*Z\/E) < too
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Par intégration, il vient

_1/4 e (14 w)

(1 — w?) V2 exp(
om/z 2
Z mw z /R B2 () h (2V/2)da:

n,m>0

Lﬂlexp(,ﬁw) = Z 2m_/2w"zm/h2(:v)h (xv2)2Y 4 dx
l-w n,m>0 m! R !

22(1 4 w))

(27T)_1/4 2 2k n 2k
————exp(z-w) = ap fy————=w"2
V1i-w O<;<n (2k)!

(2)~1/4 Z Qe itk 2k Z n.k w22k
k! /—

0,k>0 0<k<n

La derniere égalité découle de (26). Donc

2k)!
Onk = (27T)_1/4 k(!Zk) Qp_k = (27T)_1/4,/akan_k

O

Le résultat suivant est sans doute tres classique, nous 'indiquons car sa démonstration
est rapide et que nous en aurons besoin plus loin dans la proposition 5.8.

Corollaire 5.6. Il existe une constante universelle C' > 1 telle que
Y 1n( )
Cn “Onl/8

PREUVE. En invoquant la proposition 5.5 et ’égalité de Parseval-Bessel, nous
obtenons

1Pnllzs = NP3

(28) Vn > 2

In(n)
<||h ||L4<C /8

= (2m)~1/? Z apa?
k=0

1
~ o2 +a,+
~ =t Y + >
nooVn o<kanya (1 )Wk nyschean (M KV
Sl ld ! 1
novn 1<k<n/2 Vk \/_ nj2<k<n
1 1
~ 1y L yn, Il
n Jn n n
In(n)

R
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Remarque 5.7. Les estimations des normes de Lebesgue ||hy||1r®) se trouvent

NON-RESONANCE

dans [K'TO05] pour p €]2,00[\{4} (voir le théoréme 3.9 du présent article).

Nous pouvons enfin démontrer le théoreme 2.3. 11 s’agit d’appliquer le théoreme
5.3 & la famille (h2),,>0. Comme remarqué dans la preuve de la proposition 5.5, la
Gram-Schmidt de (h2),>0. La matrice A

famille (hy(-v/2)2'/4),, est la famille de
de I’énoncé du théoreme 5.3 est

(A)i; = (2m)~*ama

Pour tout entier n > 0, on note A, le

bloc [0,n]? de la matrice infinie 4, N, €

M1 (R) définie par (Nn);,; = di41,j, nous avons a P'aide des formules (26)

A, = (2m)*Diag(y/ao, - ,/an)

ao al PR an
0 (7))

. . . o
0 . 0 o)

A, = (2r)"Y*Diag(\/ag, -, van) (ol + arNy + - + apNP)
A, = (2n)"YDiag(\/ag, -, /an)(1 — Ny) /2

-1 _ 1/4(7 _ 1/21); 1 1
A 2m)Yt 1 - N,) Dlag(\/oTD, ’\/@)
A= @Y (1 N = - Ay Diag (g ks
L PR TxnT
0 1
-1 _ 1/4 i 1 . 1
An = (27T) Dlag(ma 7\/@)

VieN 2(2(

j>i
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L’estimation des normes ||h}||L~ est facile en invoquant Pestimation ||h,||pe <
Cn~112 (voir [KTO05] ou le théoreme 3.9) :

o0 k1/6
Ihall~ < Cni/o4C
k;rl 2(k—n)—1Vk—n

< cnllS 40 i L
= (k — nys/
k=n+1
> k—n)1/6+n1/6
< Con'/S+C (
S Cnl/G

Le développement en série orthogonale donné par le point i) du théoreme 2.3
prouve directement le point ii) grace & (25) et & la proposition 3.4.
Par construction, nous avons 1’égalité

VYneN Vect(hd,---,h2) = Vect(ho(-V2),- -, hn(-V2))

et a fortiori

Vect(h2,n € N) = Vect(han(-V/2),n € N)

Par ailleurs, comme (h,,)n>0 est une base hilbertienne de L*(R) et que h,(—e) =
(=1)™hy,, il est clair que le sous-espace vectoriel fermé engendré par les fonctions
hay, est le sous-espace des fonctions paires f € L*(R). L’unicité des fonctions hZ
découle de 'équivalence iii) < iv) du théoreme 5.3 et cela acheve la preuve du
théoreme 2.3. Nous concluons cette partie par la proposition suivante.

2
pair

Proposition 5.8. Pour toute fonction R € L7, (R), en posant

xn:/R(:C)hi(x)dx
R
nous avons

1
Vn>2 |z, < CIWIIH@
n

En interprétant la suite (x,) comme des coordonnées selon (h))nen:

(29) R} ol

n>0

nous avons la formule de changement de coordonnées

(30)
Vz €]-1,1] V1—2z Z xp2" = W Z (\/@/RR(:C)hgn(:E\/i)Tde) 2"
n>0

n>0

PREUVE. La premiere estimation découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de
(28) :
|z |? < / |R(x)|2d:v/ iy (x)dx < C||R||22M
“Jr R B oy
Pour pouvoir considérer la suite (z,)n>0 comme des coordonnées de R selon la
famille (h})n>0, il suffit de justifier par linéarité que la nullité des nombres zy,
implique la nullité de R, ce qui évident par densité de R[x2]e_””2 dans L2, (R). En

pair
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se rappelant que sup ||hy||L~ < 400 (voir [KTO05]) et en utilisant les formules de
n>0
la proposition 5.5, nous reconnaissons un produit de Cauchy :

V(z,z) €] —1,1[xR Z h2(z)z Z Z(2ﬂ)71/4\/a_kan,kh2k(x\/§)21/4z”

n>0 n>0 k= 0
- (2w)1/4\/— Z(\/_ fian( “’fﬂm)

Et donc pour presque tout x € R nous avons 1’égalité

R(2)h2(z)2" = s Vo R(x)hoy (zv/2)24/4) 2
> (27)1/ \/—2( 2 )

n>0

Il ne reste plus qu’a intégrer z sur R et faire commuter > [ = [ > grace aux
estimations :

Z/m Jh2 ()" dz < C||R||ps 3 1/4 V)

n>2 n>2

> (Ve R@)han(@v2)214) |21 de < ||R]lz2 Y Va2l < +oo

n>0 n>0

O

Remarque 5.9. Comme ||h%||p~ < Cn'/, si x, décroit assez rapidement

alors le développement formel (29) est une égalité dans L>°(R).

5.3. Le difféomorphisme de Chelkak-Kargaev-Korotyaev. Nous allons
utiliser le théoreme spectral inverse 5.15 de Chelkak-Kargaev-Korotyaev, nous ren-
voyons le lecteur & l'article [CKKO04] pour les démonstrations. Mettons en place
quelques notations.

Définition 5.10. Soit R € H(R), pour tout entier n > 0 on note x —
én(R,x) € L*(R) un mode propre réel associé ¢ A\,(R). La limite suivante ex-
iste et s’appelle la constante normalisante d’indice n

| bu@R)
)= I I e )

Définition 5.11. Soit X lespace de Hilbert des suites réelles x = (Zn)n>0
telles que la série entiere

(31) fo(z2) i =V1—2 Z T2 = Z Ynz"

n>0 n>0

vérifie
lellx == > (1 +n)32y2 < +o0
n>0
On définit les deux parties suivantes de X

XO = {LL‘ S X,fm(l) = 0}

Xs = {zeX, Cn+l4a,), " }t={zreX, ¥neN z,41—x,>-2}
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Remarque 5.12. La partie X est convexe. En outre, la formule (31) montre
facilement que pour tout (n,x) € Nx X on a |x,| < Cpllz||x, donc X, est ouvert.
De méme, l'inégalité suivante prouve la fermeture de Xo :

1/2

veeX (LMl < [ —s ] Ik

1+ n)3/2
n>0 n>0 ( + )
La propriété suivante nous sera utile dans notre construction

Lemme 5.13. Soit = une suite telle que |x,| < Cn=3/2 pour tout n € N* alors
r e X.

PREUVE. Quitte a changer la constante C' > 0, les formules (31), (25) et (26)
amenent aux inégalités suivantes pour tout entier n > 2

lyn| =

1 |$0| n—1
< C <n3/2 + n3/2 + Z 3/2k3/2

IN

Q
:CAJ
M+
i

3/2k3/2

1 23/2

1
¢ n3/2+n3/2 Z 13/2
1<k<n/2

IN

IN

n3/2

Par suite,
(1+mn) 3/2
lz]% < CZ < +o0

n>0

O

Remarque 5.14. Les formules (31) et (30) permettent d’exprimer précisément
(Tn)n>0 en fonction de (yn)n>o0 :

— _ - ak
Yn = Tn an—k2k
n k=1
(32) Tn = D> Un-kok
k=0
1/4 Yn i 1/4
> aahi (2m)t/ Y - han(-V/2)2

n>0 n>0 n

Néanmoins la correspondance entre (xy,) et (yn) posséde un défaut de régularité
en ce sens qu’elle ne conserve pas les suites a décroissance rapide. Rappelons
que Y. xphk appartient & Uespace de Schwartz S(R) si et seulement si y, est a
décroissance rapide. Par exemple si l'on a 0 < y, < 2% pour tout n € N, alors une
démonstration analogue au lemme 5.13 montre que x, ~ 1/2 Cela traduit le fait
que le produit de Cauchy de deux suites hérite de la propriété de décroissance la
plus faible. Voir aussi article [Che03] pour d’autres correspondances.
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Nous pouvons maintenant formuler le théoreme spectral inverse suivant :

Théoreme 5.15. (Chelkak-Kargaev-Korotyaev) L’application suivante est un

difféomorphisme réel analytique
ACKE . F1(R) — X, x X,
R = (Au(R) = 2n = 1)n>0, (vn(R))n>0

Le théoréme précédent éclaire le résultat de McKean-Trubowitz [MT82] qui
justifie lexistence de beaucoup de potentiels R € S(R) dont les valeurs propres as-
sociées coincident avec ’oscillateur harmonique. En fait, la démonstration parametre
les potentiels R € S(R) par les constantes normalisantes. La démonstration du
théoreme 5.15 montre en fait aussi le résultat suivant :

Corollaire 5.16. L’application suivante est un difféeomorphisme réel analytique
CKK . fj1
Apair . Hpair (R) - XS
R — ()\H(R) —2n — l)nzo
ou HY

pair(R) = {f € ﬁl(R)v f(I) = f(_'r)}
PREUVE. Au vu de I’énoncé du théoreme 5.15, il s’agit de prouver pour tout R €
H(R) I'équivalence

=~ B
Re H,,;,(R) & VneN p,(R)=0

Si R est pair alors ¢, (R, z) et ¢, (R, —z) sont deux éléments de L?(R) qui satisfont
I’équation

—¢"(2) + 2°¢(x) + R(x)p(x) = M (R)(2)
Comme rappelé plus haut, ¢,(R,z) et ¢,(R,—x) sont proportionnels. L’égalité
||¢n(R, ')||L2(R) =1= ||¢n(R, _')||L2(R) amene a gf)n(R, ) = ﬂ:gf)n(R, —~) et a fortiori
v (R) = 0. Réciproquement si R est un potentiel tel que v, (R) = 0 pour tout n > 0,
alors la démonstration du théoréme 5.15 montre qu’il existe R € ﬁ; (R) tel que

An(R) = An(R) pour tout n € N (voir la partie 3.3 de [CKKO04], page 154). Par
ailleurs, v,,(R) = v, (R) = 0 pour tout n € N. L’énoncé du théoreme [CKKO04]

air

assure que R = R € f[gair (R). O
Nous allons maintenant donner une représentation naturelle de ﬁ;a”(R) a

laide de la base duale (h})n>0-

Proposition 5.17. L’application suivante est bien définie et est un isomor-
phisme

A X — H\(R)
(In)nzo = anh’;
n>0
Par conséquent, AGKK = ASEE o Ao+ X — X, est un difféomorphisme réel

analytique.

PREUVE. C’est immédiat grace a la formule de changement de variable. En effet,
en reprenant les formules (32), nous avons

el = S0+ = o) (L) ||

n>0 n>0 n>0

2

H1
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O

Remarque 5.18. En vertu de la formule (5) dont une preuve est présente dans

[CKKO04], la différentielle de AGKX en 0 est Uopérateur identité Id: X — X. On

. . . . CKK . ’ . ..
retrouve ainsi par inversion locale que A 3" est un difféomorphisme au voisinage

de 0. La vraie difficulté, résolue par Chelkak-Kargaev-Korotyaev, réside en réalité

CKK
pair

dans le fait que A est bien a valeurs dans l'espace X .

Le résultat suivant avait été annoncé sans démonstration dans [GIP09] et
s’avere utile dans la construction de potentiels non-résonants, la démonstration se
trouve en annexe :

Proposition 5.19. Sur un espace probabilisé Q, nous considérons (Z;);>1 une
suite de wvartables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uni-

forme sur [—%, %], on fixe une entier k > 1, la suite de terme général
: Zj(w)

est non-résonante pour presque tout w (voir la définition (10) avec d; =1).

Nous allons pouvoir appliquer le lemme 5.13. A cet effet, on considere une

suite (Zy)n>0 de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
loi uniforme sur [—2,1]. Pour presque tout w, la suite 2n + 1 + 51(:)2

202
ﬁ% appartient

< 1, nous avons aussi ( (?1(:))2) € X,. Notons
n

est non-

résonante. Le lemme 5.13 justifie que la suite de terme général

Zy (w)
()

a X. Mais puisque }

ACKK

(rn(w))n € X l'unique élément dont I'image par le difféomorphisme A7 E" est

( (?1(:))2) . Nous concluons que pour des parametres génériques r,, le spectre de
n

lopérateur différentiel —02 + 2% + Y, ., rnh, est non-résonant.

5.4. Annexe : existence probabiliste de suite non-résonante. La preuve
de la proposition 5.19 est tres technique et peu transparente, de maniere équivalente
nous montrons la proposition suivante :

Proposition 5.20. On munit l’espace Hj [%1, %} de la mesure Lebesgue-produit,
pour tout entier k > 1 il existe un ensemble Fi de mesure pleine dont tous les

éléments (mj);j>1 sont tels que (2j -1+ %) est une suite non-résonante.
- Jj=21

Entamons la démonstration technique de la proposition 5.20 par les lemmes
suivants

Lemme 5.21. Soient M >0, c € R, § > 0 et (a1,...,a,) € Z'\{0}, i existe
une constante C(r) > 0 telle que

Vol, ({x €|-M,+M]",

T
g a;r; + ¢
i=1

ou Vol. désigne la mesure de Lebesgue sur R"

< 5}) <CO(r)M™ 16
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’

de 'hyperplan

PREUVE. On a l'inclusion

T
Zam—l—c Zaixi—l-c

i=1

{ —M,+M]"

<5} {xERT,Zx?STM2,

i=1

)
L’inégalité |y _;_, a;z; + ¢| < § signifie que z & une distance < N

a;
affine Y a;z; + ¢ = 0. Ce dernier rencontre la boule Y x? < rM? en une boule hy-
perplane B’ de volume (7 — 1)-dimensionnel inférieur & C'(r)M"~!, donc I’ensemble

[C B'x]—6,4].
O

de départ est inclus dans 'ensemble produit B’ x| —

3

ﬂ .
K

> af

Ensuite, nous avons le
Lemme 5.22. Pour tous entiers naturels non nuls N et r on a
N
Card{a € ZN,Z o] < r} < C(r)N
i=1

PREUVE. Appelons £(N, r) le membre gauche. Si N < r, on a trivialement £(N, r) <
&(r,r). Onsuppose N > r. Le point clé est que parmi N entiers o, . . ., an vérifiant
> lai] <, ily a au plus r entiers non nuls. Autrement dit,

N N
{QGZN,Z|O[Z'| §r} CU{QEZ”,ZMJ <rVield ai—O}

i=1 J i=1
ot J parcourt les C¥_ = CN parties de [[1, N]] de cardinal N — r. Cela nous

amene a £(N,r) < &(r,r)N" /rl. O

.y
Dans la suite pour tous m € Hj [_71, %} et j > 1onnote w; =25 —1+ —kj
J

Proposition 5.23. Soient r,k € N*, v €]0,1[, il existe certaines constantes
C(r,k) > 0,8(r,~, ) >k veriﬁant ce qui suit. Siy < 1/C(r,k) alors il existe une
partie mesurable F) C []; [, 2] de mesure > 1 — yC(r,k) telle que

VmeF,, VbeZ VNeN' VaezZV\{0}

N
Z|0‘j|§r = ZO‘JWJ Nl
j=1

PREUVE. Pour tous «, b et N comme dans 1’énoncé, introduisons 1’ensemble suivant

oy y
Aa,b: m € [7,5] ;Oéjw] bl < W

L’ensemble {j € [[1, N],a;; # 0} est de cardinal < r, on considére un ensemble I(«)
de cardinal r tel que

{5 €lll, N, e #0} C I C[[1, N]
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r /
X Aa)b,

} N avec

Ainsi A, p se factorise Ay = [%1, %

I
-1 1| y
:1717: m6[7,§] ZO&ij‘—b <W
Jj€la
Puisque w; = 2j — 1+ %, en notant la bijection linéaire ¢ : m € Rl~ — (—k) €
j

R« on a

N
-1 1] . gl
P(A,,) C 356{775} ;%(2]—14'333‘)—17 < N7
Bien entendu, on identifie A, & ensemble iso-mesure des m € [ j [_71, %] tels que
(m1,....,mn) € Aap. A Taide du lemme 5.21, on obtient
VOlN(Aa)b) > ]P)(Aa,b)
Nkr - Nkr
L’idée est de considérer F »~ comme le complémentaire de I'union dénombrable des
Aqp quand N, et b € Z sont des parametres. Déja le lemme 5.22 nous dit qu’il

y a au plus C(r)N" parameétres « & prendre en compte. Quant aux seules valeurs
pertinentes de b, ce sont celles telles que A, ; # ) pour au moins un «, et donc

C(r) 55 > det(¢)Vol, (47, ;) >

|b|_ Zajw] <1+2Nr

j=1

Pourlechoix f=k+2+(k+1)r+1>kona

P UAab <Z Aap) <~C(r ZNkTﬁxNT (L+2N7r) <C(r,k)y
N,ab N,a,b N>1

O

Considérons un réel Q > 1 tel que sj_z < w; < Qj pour tout j > 1. Nous avons
aussi la
Proposition 5.24. Pour tous ¢ = (e1,&2) € {0,1,—1}2, r,k € N*, v €]0,1],
il existe Ce(r, k) > 0, BL(r,y,k) > 0 et v.(r,v,k) €]0,7] et une partie mesurable
F.,.yC H H [ 5 ,2] de mesure > 1 — Cey tels que

VmeF.,, YNeN' VaeZN Vi;>Il>N (ae)#(0,...,0)

N /

Z laj| <r = Zajwj + e1wy, + Eqwy, | > ]\7;2
; =

PREUVE.
¢ Le cas ¢ = (0,0) est une reformulation de la proposition 5.23.
¢ Traitons les cas e = {£1,0} ou e = {0,£1}. On pose

CS(T):C(T+1)7 ﬁ;:ﬁ(r—i_lv’%k)v /7;: W 6]07’7]

. !
FE-ﬂ“y’Y - FrJrl,'y
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Pour tout m € F. .~ et pour tous N € N*, a € ZN | et I; > (4Q%r)N alors on a

N N
Y "oy Ew, | > | = | ajw;
= =

En se rappelant que Q,r et N > 1, on peut minorer

Ve
NBL

N

1
Zozjwj +w,| > 511 — QNr > 4QrN —QrN > 1 >
j=1

N,

Par contre si N <[; < (4Q2r)N, alors Pappartenance de m a F} ., . amene a

N !

Y _ e
ZOAJWJ Zl:wll > (4C2T)B/Nﬁ/ - Nﬁé
i=1

# Lecase = (1,1) oue = (—1,—1) se traite comme le cas précédent en partant
de l'inégalité

N

1
Zajwj + (wi, +wi,)| > 5(11 +13) — QNr
j=1

4 1l reste & considérer € = (1,—1). Pour r € N*, on considére une constante
w=p(r,Q) > 1 telle que
B _(+rna>1
La pertinence de ce choix apparait plus loin. L’idée est d’appliquer la proposition
5.23 en posant

Fepyi= Fr’77 N Fr'+2,w Cer=C(r)+C(r+2)

)

ﬁ;(T,’y, k) = %ﬁ(?‘, ku'Y)ﬁ(T +2, k?’)/)v

/ . b Y
’Ys(rv FY’ k) = min { 27 (2”yiluk)ﬁ(r+2)/k } 6]07 FY[

Vérifions que cela convient. Déja on a bien P(Fy, ) > 1— (C(r)+C(r+2))y.
Fixons m € F; ,  ainsi que (N, &) comme dans I’énoncé. On distingue plusieurs
cas

o Sily >1y > (2NBy~ 1)/

mll ml2

N

0
~ 2NP

|w11 — Wi, — )‘ll + )‘lz| =

D’apres la proposition 5.23, ’appartenance de m a Fr’ﬁ donne

N
E W +wp —wi,| 2> E ajw; + Al — A | — |wl1 —wp, — A, + /\l2|
Jj=1

i i v

> = ——
— NP 2NB  2NFB
Et U'on peut minorer par *y;N_B; puisque 3 > k.
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o Sily > (NO2yHVEky > (NP2y~ )Yk > . Comme min{Q,7~ 1, N} > 1 et
B > k (voir la proposition 5.23), on peut minorer

N
Zajwj+wll_wlz Z Wi — Wy — ZQJWJ
j=1
l1
> Q- Qls — QrN
1
> ﬁ(Nﬁ7712)1/ku—Q(Nﬁ7712)1/k—QTN
[ _
s (H Br—1o\1/k _
> (Q Q)(N7 2) QrN
1
> Ll _
> (Q Q)N QN
> N(%—Q—rQ)
> %—Q—TQ
> 1

o (NB2y=1HVky > 15 > 1y alors appartenance m € F} 5., s'exprime

N ’
Y Ve

Zajw]—i—wh Wia| 2 a2k )k B2 k) = N
= (N27)( N/kyBr+20.k) = NB:

Enfin, on a la proposition suivante.

Proposition 5.25. Pour tous r, k € N*, v €]0,1], il existe C(r) > 0, B'(r,v) >
0 ety/(r,v) €]0,7[ et une partie mesurable F,., C []; (5, 3] de mesure > 1-C(r)y
tels que
VYm € F,.., V{e,e2} €{0,1,-1}> VN € N*

Va € ZN Vii,la e NN[N +1,+00[ (a,¢) # (0,...,0)

N N .
Z lajl<r = Zajw] + e1wy, + owiy | > ]\jﬁ’

j=1 j=1
PREUVE. Il suffit d’appliquer la proposition 5.24 en optimisant en ¢ € {0,1, —1}2
=S Cr) >0 Fry) =maxf(r,y) >0
€
€

. -11
7/(7“) = ngln’}/;(’f‘) 6]07'7[ FT,’y = man,r,'y C H |:77 §:|
J

En effet

gP v c
NZQZW et ]P)F = (U ar'y> Z arv S’YC(T)
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La démonstration du théoreme 5.20 est achevée en choisissant une union-
intersection dénombrable :

[AG91)
[Bam08]
[BDGS07]
[Bes78]
[BG04]
[BGOG]

[BS91]
[BTT10]

[Che03]

[CKKO04]

[DS04]

[DS064]

[DS06b]
[FG10]
[GIP09)]
[GT11]

[Hel84]

[Ime12]
[KKPO5]
[KT05]
[MT82]
[Nac69]

[RST75]

Fe=(UFy  (17) € (QN)0, +00])?
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