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Les équations de Seiberg-Witten sur une surface

complexe non Kéahlérienne

OLIVIER BIQUARD

We consider the Seiberg-Witten invariants of non Kéhler complex
surfaces with b5 > 0. They are all elliptic surfaces of nonnegative
Kodaira dimension. We prove that they are simple type and we
calculate the basic classes and the multiplicities. We deduce that
non Kahler properly elliptic surfaces do not carry a symplectic

structure.

Introduction.

Les équations récemment introduites par Seiberg et Witten (voir [22, 15])
se sont avérées des outils importants pour I’étude de la topologie des variétés
de dimension quatre, et particulierement des surfaces kahlériennes, ou, plus
généralement, des variétés symplectiques de dimension 4.

Dans cet article, nous envisageons un cas a priori en dehors de
la catégorie symplectique, a savoir le cas des surfaces complexes non
kdhlériennes : une surface complexe est kahlérienne si et seulement si by
est pair, ou, ce qui est équivalent, b;’ est impair (voir la classification dans
[1]). Les invariants sont bien définis pour b3 > 0, si bien que les modeles
minimaux de la classe des surfaces non kahlériennes sont, d’'une part, en
dimension de Kodaira nulle, les surfaces de Kodaira, d’autre part, en dimen-
sion de Kodaira égale & un, les surfaces proprement elliptiques minimales &
b, impair.

On verra que le cas que nous considérons est une déformation du
cas kahlérien, beaucoup plus simple que le cas symplectique [18]. Nous
déformons 'opérateur de Dirac en I'opérateur 8+ 0*, puis, inspiré par Wit-
ten [22], nous perturbons les équations par une 2-forme du type e20+¢290, ot
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€20 € HO9(K). Les solutions s’identifient alors & des décompositions de X,
comme diviseur effectif, en K = (K + L)/2+ (K — L)/2. Malheureusement,
la présence de composantes multiples dans K peut empécher les équations
d’étre transverses. Pour y remédier, on perturbe K lui-méme, ce qui rend
les solutions toujours transverses et évident le calcul des invariants.

Dans les deux cas cités plus haut, nous montrons que ces surfaces sont
de type simple et calculons leurs classes basiques et leurs multiplicités (théo-
rémes 5.1 et 8.1). Notre méthode donne simultanément le cas des surfaces
elliptiques kdhlériennes, déja traité par Brussee [4] et par Friedman et Mor-
gan [8], et le cas des surfaces elliptiques non kahlériennes. Cependant, la
démonstration est différente, et plutét plus simple, puisqu’elle permet d’é-
viter les calculs sur des espaces de modules non génériques.

Les conséquences de ces résultats sur 'invariance par difféomorphisme
des divers invariants d’une surface elliptique sont moins intéressantes que
dans le cas kdhlérien, puisqu’elles peuvent s’obtenir par des considérations
élémentaires (voir [6] et les remarques & la fin de [7]). En revanche, nous
notons, comme corollaire standard, que ces surfaces n’admettent pas de
métrique riemannienne & courbure scalaire strictement positive quand les
invariants sont non triviaux. Surtout, nous déduisons des théorémes de
structure de Taubes sur les invariants de Seiberg-Witten des variétés sym-

plectiques le résultat suivant (théoréme 8.2 dans le texte).

Théoréme 0.1. Les surfaces proprement elliptiques a by impair (c’est-a-
dire non kdahlériennes) n’admettent pas de structure symplectique.

Une autre maniére d’énoncer le théoréme consiste & dire qu’une surface
complexe & dimension de Kodaira strictement positive qui admet une forme
symplectique doit étre kdhlérienne.

Incidemment, ces variétés non symplectiques avec invariants de Seiberg-
Witten non triviaux s’ajoutent aux exemples de [14]. D’autre part, les sur-
faces de Kodaira sont exclues du théoréme : en réalité, elles possédent
une structure symplectique, appelée structure symplectique de Kodaira-
Thurston [13, 21].

Remerciements. Je remercie vivement Paul Gauduchon, qui a montré beau-
coup d’intérét pour ce travail et a mis & ma disposition la référence [11], ainsi
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de Kodaira-Thurston. Je remercie aussi le referee dont les remarques précises
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1. Equations de Seiberg-Witten sur une surface complexe.

Soit S une surface complexe, munie d’une métrique hermitienne donnée
par une forme de Kahler w. La forme de Lee 6 est définie par dw = 0 A w,
ou, de maniére équivalente, § = C *xdw = —Cd*w, ou C = Zi“‘bPa,b est
'opérateur de Weil. On calcule *0dw = 5*0%! = i9*0*0. Quitte & changer
la métrique par un facteur conforme [10], on peut supposer que w est une
métrique de Gauduchon, c’est-3-dire satisfait 30w = 0. Dans ce cas, le degré
d’un fibré holomorphe en droites £, défini par deg, £ = [giFsAw, ot A est
la connexion de Chern d’une métrique hermitienne h sur £, est indépendant
de h (nous avons supprimé le facteur 27 habituel qui ne nous sert & rien).

Convention. Dans le texte, les symboles | - | et (-, ) désigneront la norme et
le produit scalaire ponctuels, et || - || et (-,-) la version intégrée.

Il y a une structure Spin‘C canonique sur S, induite par le fibré anti-
canonique L = K~ ; pour une structure Spin® générale, on a L = K1 @
M?, et le fibré des spineurs est W = A®*(M) = W+ @ W, avec W+ =
A%O(M) @ A%2(M) et W~ = A%(M). La structure Spin® est déterminée
par le fibré M, si bien que P’invariant de Seiberg-Witten, aprés avoir fixé la
structure SpinC de référence, apparait comme une fonction sur H2(S, Z).

Nous utilisons les conventions de (2, pages 135 et suivantes], de sorte que
Paction de Clifford de la forme w a pour valeur propre (2b — 2)i sur A%,
Dans ces conditions, 'opérateur de Dirac, associé & une connexion A sur L,
s'écrit [11], si sgny = £1 suivant que ¥ € W,

(L1) Z5Da = (Ba+ 8%~ %69,

ol 'opérateur 94 sur M = (L ® K)'/2 est induit par la connexion A sur L
et la structure holomorphe de K. Nous regardons la perturbation suivante
des équations de Seiberg-Witten [15]. Elle porte sur une connexion unitaire
A sur L et un champ de spineurs positifs 9, les paramétrest € Ret € € Q?,_
étant donnés ; on notera o (1) € Q% la 2-forme autoduale correspondant &
I'endomorphisme i(¢* ® )° de W via la multiplication de Clifford :

——_tg.
(1.2) {PA:/’ =3’ ¥
iFy =0(¥) +e.
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Techniquement, il est nécessaire de considérer des solutions (et des transfor-
mations de jauge) dans certains espaces de Banach, par exemple des espaces
de Holder, mais nous passerons ce fait sous silence.

Lemme 1.1. L’espace des modules des solutions de (1.2), a t et € fizés,
est compact, de dimension virtuelle (L% — K2)/4. Si bJ > 0, Vinvariant de
Seiberg- Witten, calculé d partir de Uespace des modules de (1.2) pour une

perturbation générique €, est le méme pourt =0 ett =1.

Preuve. Si D 49 = X -1 pour un champ de vecteurs X sur S, alors on calcule
Dfﬂb = —2V x1 + termes d’ordre 0 en ),
donc, pour une solution des équations (1.2), par la formule de Lichnerowicz,
1 2 * 2
SARP = (V*VY, )~ VY]
1 s
= (Diw = 5Fa- % = 39,9) = [Vo°
< — Tl - 2RV — Vo2 2,
<~ ~ 2RVt 9) — (VI + el
au maximum de [¢|?, s’il est non nul, on a R(Vx1, ) = 0, donc on obtient
[¥|2 < 4c, puis on conclut comme dans [15]. La dimension virtuelle est
bien siir la méme que pour I’équation de départ, puisqu’on I’a perturbée
par des termes d’ordre 0 qui ne modifient pas I'indice de la linéarisation
(voir son calcul dans [15]). Enfin, I’absence de solution réductible (3 = 0)
est équivalente & c; (L)t = "™ /27, condition indépendante de ¢ qui peut
étre satisfaite par une perturbation générique dés que b;' > 0. La seconde

assertion est alors un fait standard. ]

Remarque 1. Si X est complexe (ce qui correspond & une perturbation de
I'opérateur de Dirac par un terme d’ordre zéro arbitraire), le raisonnement

reste valable en utilisant 'inégalité —2R(V x1,¥) — |Vah|2 < c|y|2.
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Le lemme précédent signifie que pour calculer l'invariant de Seiberg-
Witten, on peut se contenter de regarder le systeme

(gA + 52)"/) =0,
(13) {zF;{ =o(¢) +e.

2. Une perturbation des équations.

Le lemme ci-dessous indique que certaines perturbations e, déja considé-
rées par Witten [22, équation (4.11)], permettent de découpler les équations.
Ces perturbations sont nécessaires pour éviter les solutions réductibles, qui
existent toujours ici car le degré n’est plus un invariant topologique (alors
que dans le cas kahlérien, il suffit que le degré de L soit non nul pour
éviter les solutions réductibles aux équations non perturbées). D’autre part,
rappelons [1, chapitre IV,2] que méme pour une surface non kéhlérienne, on
a la décomposition H?(S,C) = @ptg=2HP(S) (c’est en revanche faux pour

le HY).

Lemme 2.1. Supposons L de type (1,1) et 0*c%2 = 0. Posons ) = (c,7) €
A%O(M) @ A%2(M). Alors le systéme (1.3) est équivalent d

(2.1) F9% = 52”1 — %2 =0,

(2.2) 0aa=0, o4y =0,
i

(2.3) AFp = 5(lof* = ") =0.

L’équation (2.1) implique que L a une structure holomorphe L, et les
équations (2.2) impliquent que « € HO((LQK)'/?) et v € H((LRK)1/?) =
HO((L7 @ K)Y2)*.
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Preuve. On calcule la formule
ay — oy
5 .
On a donc Fg’z = %’1 —ie%2. Comme Fg’z est trivial dans H%2, on déduit que

i€0’2

~io($) = (o ~ ) +

est la partie 8-harmonique de ET" Notons (@7)" la partie 8-harmonique
de @y. De Jqa + 0%y = 0, on déduit d%a + 040%y = 0 et donc (en
faisant attention au fait que ’on passe de L & M par une racine carrée, donc
8% = 1Fy?)

(57 — (@)”

1 )a-l-éAéZ’)/:O.

Faisons le produit scalaire avec v et intégrons :

1 (31— @0 m) +18501° = fr— @+ 18300 =0

On déduit F2’2 =0, 5;‘17 =0, Jpa = 0 et le reste du lemme. O

Remarque 2. Quand L n’est pas de type (1,1), le raisonnement ci-dessus
reste valable pour € = 0. Une solution des équations fournirait alors une
structure holomorphe sur L, ce qui est impossible. L’absence de solutions
pour ’équation non perturbée implique que I'invariant de Seiberg-Witten de

L est nul. On pourra donc se restreindre, dans la suite, & L de type (1,1).

3. Résolution des équations vortex.

Nous passons & présent & I’étude de I’équation (2.3). C’est une équation
de type vortex (voir [3, 9]), dont I’étude est ici & peu prés immédiate, méme

dans le cas non kahlérien.

Lemme 3.1. Soit S une surface compleze munie d’une métrique de Gaudu-

chon. Soient un fibré holomorphe hermitien M, des sections a € HO(M)
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ety € H>(M) = HY (M~ ® K)*, chacune non nulle, et Ag la connezion de
Chern sur L = M?® K~'. Alors il eriste une unique fonction u : S — R,

telle que (A = Ag + 2idCu, e, e™"y) soit solution de (2.3).

Preuve. Rappelons que d® = (8 — 8). Nous voulons résoudre ’équation
AF 4, + 2iAddCu = %(ez"lal2 — e 2y?).

On sait [10] que P = —Add® = A — (§,d-) est & valeurs dans les fonc-
tions d’intégrale nulle, puisque d*0 = 0. Donc une condition nécessaire est

Pappartenance de u & ’espace
V={u [ ™ot — e = ~2deg, £}
s

Nous résolvons le probléeme par une méthode de continuité, en regardant,
pour t € [0, 1], le probléme

1—t¢
volS

Q(u, t) = iAFa, — 2AddCu + %(e2u|a|2 ey = =t qeg £ =0,

ol @ est vu comme un opérateur de V x [0,1] dans W = {f, [5 f = 0}.
Notons I I’ensemble des ¢t € [0,1] tels que I’équation Q(u,t) = 0 ait une
solution.

Nous noterons Viyy, Wiy les éléments de V et W de régularité holdé-
rienne k + 7.

Comme P est un isomorphisme Wo,, — W,, ’équation Q(u,0) =0 a
une unique solution dans Va,,, puisque ni o ni v n’est nul. Ainsi 0 € I.

Supposons que pour un ¢t donné, on ait une solution u; € V' a ’équation
Q(ut,t) = 0. Alors la linéarisation de @ par rapport & u en ce point n’est

autre que

OuQ() = 2P + tu(e*™|a® + e 2 |y|?).
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On a 2({0, du), &) = (6, di%) = 0 puisque d*0 = 0 ; comme P = A — (9, d-),
si 8,Q(%) = 0, alors en intégrant contre %, on obtient # = 0. On déduit
immédiatement que 0,Q est un isomorphisme Ty, Va1, — W, donc I est
ouvert, et en particulier I contient un voisinage de 0.

La démonstration du lemme 1.1 implique que si Q(u,t) = 0, avec 0 <
€ <t <1, alors |e*|? + |e %7|? reste borné par uﬁe constante. On déduit
facilement que I est fermé.

Ce qui précede implique que I = [0,1], donc en particulier 1’équation
Q(u,1) = 0 a une solution. On a donc résolu 1’équation souhaitée.

Enfin, pour démontrer I'unicité, prenons deux solutions, que 'on peut

supposer étre 0 et u, donc u vérifie
1 -
2Pu + 3 ((e®™ = 1)|a® = (e = 1)]y]?) = 0;
en intégrant contre u, on obtient

2dulf = = [ 5 (= Dlaf = (€ = D)

le second membre étant toujours négatif, on déduit v = 0. a

Remarque 3. Le fibré canonique K ne joue aucun réle particulier dans
ce lemme. Le lemme reste vrai en remplagant K par n’importe quel fibré

holomorphe hermitien fixé.

Corollaire 3.2. L’espace des modules des solutions des équations (2.1) a
(2.3) s’identifie a ’espace des solutions (modulo conjugaison compleze) des
triplets (L, a,7), ot L est une structure holomorphe sur L, a € H((L ®
K)Y/2), y € H(L ® K)1/2) = HY((L™! ® K)Y/2)* et @y = 2i%2.

Remarque 4. La perturbation € du lemme 2.1 est simplement obtenue

en prenant une section holomorphe €20 € H(K), ce qui correspond & re-
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présenter K comme un diviseur effectif. Alors, I'espace des modules ci-

dessus s’identifie aux décompositions, comme diviseur effectif, de K comme

K=(K+L)/2+ (K —L)/2.

4. Le H! du complexe elliptique et la transversalité.

Considérons la structure Spin® donnée par L = K~! ® M2. Soit une
solution (A, a,v) aux équations du lemme 2.1. On décompose Q%2 = RHNO2,
oll la projection sur le facteur R est 'opérateur A. On a alors le complexe
elliptique de déformation régissant les équations, donné par

(4.1)

0 — 0f -2, Q01 x QOO(M1) x QO2(M) 25 O x Q%2 x Q%L (M) — 0.
Pour une perturbation £ non nulle, la solution n’est pas réductible (donc
HO = 0) et 'indice du complexe est (L2 — K?)/4 = dimH! — dimH?. La

différentielle dy est donnée par l’action infinitésimale d’un élément iu du
groupe de jauge (u & valeurs dans R), par

do(u) = (& = —2i0u, & = iua, ¥ = iuy);

la différentielle d; est la linéarisation des équations (1.3) : si dy(a,d,%) =

(f, ¢, B), alors
&y + @y
2 b
aa + 1(a)y
5 .

L’adjoint de dy est donné par di(a,d,¥) = —S(=20%a + (o, &) + (7,%)).
Rassemblant cet adjoint avec la linéarisation (4.2), et tenant compte de
9* = —iAd — (6%, ) sur les (0,1)-formes par [5], on voit que I'opérateur

54+ dy 2 Q%1 x QO(M) x Q%2(M) — Q° x Q%2 x Q%1(M) est donné par les
formules

(4.2) ¢ = 0a —

B =0ac+ 0%y +

f==20%+ (a,&) — (v,%) — 2R(6%, &),
(4.3) 6= da— ﬂJQL@ ,
aa+u(@a)y

B =0xc+ 0%y + 5
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Le lemme qui suit est la traduction infinitésimale du lemme 2.1.

Lemme 4.1. Le noyau de d+dy, c’est-a-dire le H' du compleze de défor-

mation des équations, est donné par les triplets (a, &, %) tels que

8a=0,

5,4(51-}-%:0,
2

ay+ay=0,

B+ 481 =,

—20*a + (o, &) — (7,7) — 2R(6%,4) = 0.

Preyve. Faisons le produit scalaire des deux morceaux de la troisiéme

équation de (4.3) :

02> 2(8air+ 22, 837 + “07) = (Ba(a), 4) + (6 T (@)
= (B8,9) + (&, (B4, )
= (9a, Ty + &)

= 2||9a|?

compte tenu de la seconde équation de (4.3). On en déduit immédiatement

0a =0 et 2046 + aa = 0, ce qui démontre le lemme. a
On en déduit tout de suite un corollaire intéressant d’annulation.

Corollaire 4.2. Supposons que les diviseurs diva et divy soient disjoints,
ou, plus généralement, que quand diva = mC + D et divy = pC + D', avec
C irréductible, m,p € Z,, les diviseurs D et D' transverses & C, le fibré

normal Opc(mC) de mC ou celui de pC' n’ait pas de section. Alors le H!
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du compleze de déformation est nul. Si L2 = K2, cela implique que le H?

soit nul et donc que la solution soit transverse.

Preuve. Soit un triplet (a,cd,%) dans le noyau de dj + d;. Notons f =
&/a = —4/~y. D’aprés le lemme précédent, & = —28f. Si diva et divy
ne se rencontrent pas, f est clairement C*® sur S. Plus généralement, les
équations dact = —aa/2 et Ha = 0 montrent que & € HY(Ope(mC)) ; si
Omce(mC) n’a pas de section, on déduit que f = &/a se prolonge au-dessus
de C. Le raisonnement est le méme si c’est le fibré normal & pC' qui n’admet
pas de section.

Finalement, la fonction f est C'*° dans tous les cas, et la derniére équation

du lemme devient
49*0f + (lo) + |vI?) f + 4R(6%1,8f) = 0.

En intégrant cette équation contre f, les parties réelles et imaginaires four-

nissent les deux équations

4YOFI? + llaflI? + IV FII? + 4R(6%, (RF)OF) = 0,
R(6%, (3£)0f) = 0.

Compte tenu de (8%1, (3£)0Sf) = 0 puisque 5*¢%! = 0, la seconde équation
donne 1égalité R(0%L, (Sf)ORf) = 0, ce qui permet d’annuler le terme ot 8

intervient dans la premiére. On en déduit f = 0. ' O

Remarque 5. On remarquera que le terme en 6 dans les équations du
lemme 4.1 n’intervient qu’a la fin de la démonstration du corollaire, qui
resterait ainsi inchangé si on remplace 6 par t6 pour t € R dans les formules

(4.3) pour l'opérateur df + d;.
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Remarque 6. Compte tenu des équations du lemme 4.1, le couple (@, &)
donne un élément du groupe d’hypercohomologie H'(O = M), qui
s'identifie canoniquement & H%(S,R), olt R est le faisceau défini par suite
exacte 0 - @ 5 M — R — 0. De méme, le couple (—,7) donne un
élément de H'(O LM IQK ) = HY(X,R’), avec notation évidente. La
démonstration du corollaire montre qu’on a en fait des injections du H! du
complexe elliptique dans H(O % M) et dans H!(O L M@K )- A partir

de 13, on pourrait certainement donner une description précise de ce H!.

5. Un exemple : les surfaces de Kodaira.

Pour une surface non kzhlérienne S, on a b = 2p,. Les surfaces non
kéhlériennes a p; > 0 et dimension de Kodaira nulle sont les surfaces de
Kodaira [1]. Celles-ci ont un fibré canonique trivial, K = Og.

Théoréme 5.1. Sur une surface de Kodaira, la seule classe basique est

K = Og, qui a un invariant de Seiberg-Witten égal a 1.

Remarque 7. Comme corollaire immédiat, on obtient qu’une surface de
Kodaira n’admet pas de métrique riemannienne a courbure scalaire stricte-
ment positive. D’autre part, on aurait pu déduire ce théoreme des résultats
de Taubes [18, 19], puisque ces surfaces sont munies de la structure sym-

plectique de Kodaira-Thurston [13, 21].

Preuve. Considérons le cas de la structure Spin® fournie par L = K1 ®
M? = M?2. Perturbons les équations par une 2-forme autoduale harmonique
e = €%2 4 20, et raisonnons sur le systéeme du lemme 2.1. Les solutions

sont fournies par une structure holomorphe £ sur L et des sections a €

HO((K ® £)/?) et v € H((K ® £)/?) = H(K ® £~1)Y/2)*. Puisque
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K = Og, les fibrés L et L~! doivent avoir des sections, donc £ = Og (M est
trivial). Il y a donc une unique solution, qui est transverse par le corollaire
4.2. Reste & déterminer son signe : en anticipant sur la suite, et en utilisant
les conventions de la section 7 pour lorientation, on voit qu’il est positif par

le lemme 7.1. ad

6. Perturbation du fibré canonique.

Revenons au cas général. Le diviseur canonique, comme diviseur effectif,
s'écrit K = Y ,m;C;, avec m; € Z4 et C; irréductible. Une solution des
équations donne un fibré holomorphe M, qui, comme diviseur effectif, doit
s’écrire M = Y p;C;, avec 0 < p; < m;. Le corollaire 4.2 dit que cette
solution est transverse si p; = 0 ou m;, ou si le fibré normal de p;C; ou celui
de (m; — p;)C; n’a pas de section.

En particulier, si le fibré normal de C; est trivial et m; > 1, on ne peut
pas conclure. Nous allons alors perturber K, comme diviseur effectif, de
sorte de remplacer m;C; par m; composantes irréductibles disjointes. Cela
permettra de calculer la multiplicité des solutions.

Nous pouvons exprimer cette perturbation en choisissant ¢ € H(S, Os),
représenté par une (0,1)-forme harmonique (0 = 0 et 8*p = 0), et n>° €
A%, tels que (0—0)n>° = 0, ce qui est équivalent & (+0)*n>° = 0. La (2,0)-
forme 70 est donc une section holomorphe du fibré K,, topologiquement
isomorphe & K mais muni de la structure holomorphe 0% — p. Si (g,7) est
proche de (0,¢), le fibré est proche de K.

Notons ) = n*%+n20, et considérons la modification suivante du systéme
d’équations (1.3).

iFf =o(y)+n.

Ce systéme se réécrit bien entendu comme

(6.2) (54 — g)a +(Ba+ g)*v =0,
(6.3) F9? - %’7 +in®? =0,

(6.4) AFa = 5(jal” — h?) = 0.
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Pour une telle équation, on ne peut pas avoir un découplage entre « et 7 en

général comme dans le lemme 2.1. Cependant, on a le résultat suivant.

Lemme 6.1. Supposons que (g,n) soit suffisamment proche de (0,¢). Alors

les solutions du systéme ci-dessus vérifient

02 Oy .
Fy =7"“70’2=0,

(5A—§)a=0, (5A+‘§)*’Y=O~

Cela signifie que L a une structure holomorphe L et que « et v sont holomor-
phes, ou plus précisément o € HO((£L ® K,)Y/?) et 7 € HO((L™! ® K,)'/?).

De plus, étant donnée une solution (A,a,~) de ces équations, il eziste
une transformation de jauge complexe, unique & transformation de jauge

unitaire prés, qui envoie cette solution sur une solution de l’équation (6.4).

Preuve. En utilisant la compacité (lemme 1.1), on peut supposer, pour (g, 7)
suffisamment proche de (0, €), que la solution (A4, e, +) est aussi proche que
'on veut (dans une norme C*¥ ) d’une solution (Ao, ap,70) aux équations

pour le couple (0,¢). Ecrivons A% = AY! 4 a. On a les égalités

= 5 " 1 o, o = (o
(B4~ B0 Ba+ 8"1) = G0 m) — (5, 830) + (Bacr, 121
= (5&, 9121) - (Qaa —:17)
= 18all2 + (B, i1°?) — (oo B3, + X207

= ||8al% + (¢ A a,8a) — (0, 84,7) ,

ot la derniére ligne s’obtient en utilisant (8 + 0)*n%? = 0. Comme §*a est
petit (en norme C*~1#), en faisant agir le groupe de jauge complexe (ce qui

préserve les équations (6.2) et (6.3) mais pas (6.4), dont nous n’avons plus
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besoin), on peut s’arranger pour que 9*a = 0 et donc (¢ A a,da) = 0, tout
en gardant (A, a,v) proche (en norme C*¥) de (Ao, ag,70). On en déduit
(6.5)

”(5A - -g-)allz + “(5,4 + §>*v '2 +2|8al|? - 2R(oe, 83,7) = 0.

1l nous faut analyser ce dernier terme. Comme (g, 5207) = —(0ADaya,7),
on voit que (ga, 5;‘10'7) = (o, 5:10'7’ ), ot o/ et 4’ sont les projections de «
et v sur (kerda,)* et (ker 5;‘10)“', respectivement. L’opérateur & symbole
injectif 5,40 étant injectif sur (ker 94,)", il en est de méme pour la perturba-
tion d4 — /2, si a et g sont assez petits ; sous les hypothéses du lemme, on
a donc [[/[[* < ¢[|(9a — 0/2)c|]?, et de méme [|54,7']* < cf|(8 + o/2)*|I*.

Nous en déduisons

2|(0a, F4,7)| < e sup o] (1(8a — 0/2)al|* + [|(8 + o/2)*¥]|%) -

Si sup |g| est assez petit, on déduit alors de I’équation (6.5) les annulations
0a =0, (0a—0/2)a=0cet (0+ 0/2)*y=0.
Enfin, la derniére assertion du lemme provient du lemme 3.1 et de la

remarque 3. O

Remarque 8. Par le lemme 1.1, les solutions de ces équations peuvent
servir aussi bien & calculer les invariants de Seiberg-Witten. De plus, il
n’est pas difficile, par des arguments similaires 4 ceux employés dans la
démonstration ci-dessus, de voir que le lemme 4.1 et le corollaire 4.2 restent

valables pour ces solutions.

7. Orientation et signe des solutions.

Orienter I’espace des modules est équivalent & choisir une orientation de
D = H9(S,R)®H(S,R)®H?2 (S, R). Dans le cas kihlérien, cette orientation
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provient de I'identification avec I’espace vectoriel complexe Y H%¢(S), par
. 01 0
(ao, a1,a2) — (ap + ilAaz, a;’ ,0,2’2 .

Dans le cas non kihlérien (b;(S) impair), notons 6" la partie harmonique
de 0—sa classe de cohomologie est toujours non triviale, alors que celle de
J§ = —C8 = d*w Pest manifestement. Nous orientons D en orientant D &
RJ6" @ Rw, dont V'orientation provient de l'isomorphisme avec 3 H%(S),
donné par

) 01 , ;0,1 0,2
(GO, (Zl,ﬂ;z,bl, b?) - (ao + zAb?aal + bl y Qg ) .

En fait, dans la suite, nous utiliserons directement le complexe du 8, avec sa
structure complexe, pour calculer Porientation. Le résultat qui suit justifie

une assertion de Witten [22, équation (4.23)].

Lemme 7.1. Soit une solution des équations du lemme 6.1. Si L2 = K? et
sous les hypothéses du corollaire 4.2 (de sorte que la solution est transverse),

le signe de la contribution & l'invariant de Seiberg- Witten est

(_l)dimHO(X,'R,) :

ou R est le faisceau défini par la suite exacte

0— 05 (K, L)Y —R—0.

Preuve. Il nous faut calculer le signe du déterminant de 'opérateur dj + d;
calculé en (4.3). Compte tenu de la remarque 5, on peut déformer vers 0
le terme faisant intervenir # sans modifier le signe du déterminant et on
notera P I'opérateur obtenu en le supprimant ; 'opérateur P se décompose
en P = P, + P_, ou P4 préserve lorientation complexe et P_ la renverse,
avec

P49 = (-, 5% 49
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L’opérateur P_ est d’ordre 0, tandis que 1'opérateur P; est elliptique d’ordre
1, d’indice nul puisque ’espace des modules des solutions est de dimension
0. Pour t > 0, lopérateur P; + tP_ est (au terme en 6 pres) 'opérateur
d§+di du complexe de déformation & la solution («,t7y) des équations (6.2)

a (6.4), a la différence que 7 est remplacé par tn et I’équation (6.4) par
AFs -2 (laP - 5hi?) =0
2 t2 '

Ce changement laisse insensibles le lemme 4.1 et le corollaire 4.2, si bien que
P, + tP_ reste un isomorphisme pour ¢ > 0. On déduit que pour ¢t > 0,
'opérateur P, + tP_ n’a pas de noyau dans E+, ou E = ker P, donc le
signe du déterminant de P n’est autre que celui de Py |g1 ®P-|g, c’est-a~dire
(_1)dimE.

Il nous reste donc & déterminer £ = ker P,. Le lemme 4.1 demeure
valable a la limite ¢t — 0, c’est-a-dire v — 0, et donne que (4, &, 4) € E si et

seulement si ¥ =0 et

—20%a + (a7d> =0,
m. 5 _ 0. G o
0a=0, (04 2)a+ 5 0;

. , . «
nous reconnaissons les représentants harmoniques du groupe H!(O —

(K, ® £)'/?), qui s’identifie canoniquement & H(X,R). O

Remarque 9. L’argument ci-avant differe de celui de Witten, qui proposait
de déformer les solutions en remplagant € par te, ou 0 < t < 1, sans modifier
I’équation sur AF'. Suivant le signe de deg,, L, on converge vers une solution
avec a = 0 ou v = 0 et on raisonne en analysant la perturbation au voisinage
de cette solution. Mais ici il est possible que la limite soit une solution

réductible (a = 0 et v = 0) et cette approche devient difficile.
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8. Le cas des surfaces elliptiques.

Nous sommes maintenant préts a calculer les invariants des surfaces el-
liptiques. La classification des surfaces & dimension de Kodaira égale &
un se réduit a ces surfaces. Notre méthode donnera aussi une nouvelle
démonstration, plus simple nous semble-t-il, du cas kahlérien.

Soit § — C une surface elliptique (relativement) minimale au-dessus
d’une courbe de genre g. Fixons une section du fibré canonique, €20 €
HOY(K), de sorte que, comme diviseur [1, (12.1)],

x(0s)+2g9-2

K= Y Cj+y (m-1F,
1

oli les F; sont les fibres multiples (de multiplicité m;) et les C; sont des fibres
générales. Quitte & perturber K en un diviseur proche K,, avec une section
7?0 proche de €29, on peut supposer que les fibres C; sont distinctes, lisses
et disjointes des fibres multiples.

Nous allons calculer les classes basiques et I'invariant par la méthode
préconisée par Witten [22, équation (4.17) et suivantes]. Par la remarque
2, les classes basiques sont de type (1,1), et d’aprés le lemme 6.1, les seules
solutions des équations, convenablement perturbées, sont fournies par une
décomposition de K,, comme diviseur effectif, en K, = (K, + £)/2+ (K, —
L£)/2 ;les M = (K, ® £)'/? sont donc du type

M= Z CJ+ZG1Ea

Jc{1,....x(0s)+29—2}

ot 0 < a; < m; (si les F; ne sont pas irréductibles, on pourrait imaginer
de ne prendre que certaines composantes, mais, par le lemme de Zariski
[1, lemme (8.2)], cela impliquerait L?> < K2, donc la dimension virtuelle
serait négative et I'invariant de Seiberg-Witten nul) ; il est alors clair que
L? = K? donc 'espace des modules est de dimension 0 ; comme F; a un
fibré normal de torsion, d’ordre m;, et que les autres composantes sont sans
multiplicité, le corollaire 4.2 (et la remarque 8) impliquent que toutes les
solutions sont transverses. Comme le fibré normal d’une fibre générique est
trivial, la contribution & l’invariant d’une telle solution, d’aprés le lemme
7.1, est (=1)l1.

Dans la suite, il sera commode d’identifier Hp(S,Z) avec H%(S, Z).

Plagons-nous dans le cas kdhlérien, ce qui est équivalent [12] & dire que la
fibre générale f n’est pas de torsion dans Hs (S, Z), et posons c¢; ((K+L)/2) =
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df + 5. a;F;, alors |[J| =detilya (X(OS);29_2) maniéres de choisir J. On
en déduit que 'invariant de Seiberg-Witten vaut

(—1)¢ (X(Os) -cll_ 29— 2) _

On retrouve ainsi le calcul de Brussee [4] et de Friedman et Morgan [8].

Examinons a présent le cas non kahlérien, ce qui est équivalent & dire que
la fibre générale f est une classe de torsion de Hy(S,Z), d’ordree € Z4. On a
alors toujours x(Og) = 0. En écrivant toujours ¢;((K+L)/2) = df +)_ a; F;,
avec 0 < d < e, la méthode précédente s’applique, & la différence que |J| est
maintenant défini seulement modulo e, donc 'invariant est

> (7).

j=d (mod e),0<j<2g-2

Cependant, ce raisonnement n’est pas correct, car ici, les a;, et la valeur de
d modulo e, ne sont pas fixés par ¢;((K + L)/2) € Ha(S,Z) et on doit donc
faire encore une somme sur les choix possibles. Cela démontre finalement le
théoréme suivant. Nous ne I’énongons que dans le cadre non kéhlérien, mais
le cas kahlérien correspond & faire e = +o00.

Théoréme 8.1. Soit S — C une surface elliptique relativement minimale,
non kdahlérienne, au-dessus d’une courbe C de genre g, de fibre générale
f, avec fibres multiples F;, de multiplicités m;. On suppose pg(S) # O,
c’est-a-dire g > 0, et on note e lordre de f dans Ha(S,Z). Notons xq(M)
le nombre de maniéres d’écrire c;(M) = df + > a;F; dans Hy(S,Z), avec
0 < a; < my. Alors, Uinvariant de Seiberg-Witten de la structure Spin(C

induite par M = (K + L)/2 est

wn)= Ym0 Y (P77

0<d<e j=d (mod e),0<5j<2g—2

La surface S est de type simple et ses classes basiques sont exactement les

M ci-dessus, dont linvariant est non nul.
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Remarque 10. Quand les invariants de S ne sont pas tous nuls, on déduit
que S ne peut admettre de métrique riemannienne & courbure scalaire
strictement positive. Cela reste vrai pour les éclatements de S (voir la
démonstration du théoréme 8.2). Il semble plausible que ces invariants ne

s’annulent tous que quand e =1 et g > 1 (voir les exemples ci-dessous).

Le théoreme inclut 'exemple déja vu des surfaces de Kodaira (cas g = 1

sans fibre multiple). Un autre cas évident est le suivant.

Exemple 1. Si e = 1 et g > 1, les invariants sont toujours nuls ; sie =1

et g =1, alors sw(M) = zo(M) = # ker(®;Z/m;Z F; — H(S,Z)).

Pour mieux saisir la portée du théoréme, il faut comprendre les nombres
4, ce qui est un probléme topologique trés concret. Pour le faire sentir,
rappelons la construction C™ de ces surfaces. Par [6, chapitre II, section
7] (voir en particulier le théoréme 7.8), une telle surface, S, s’obtient &
partir d’un produit C x E, ol E = C/Z?, en faisant des transformations
logarithmiques sur des relevés z; € C de points §; € E d’ordre m;. La surface
S est non kahlérienne [6, II, théoréme 7.7] si et seulement si ) ,2; # 0.
En utilisant la suite exacte de Mayer-Vietoris pour calculer I’homologie des
recollements, on voit que Hz(S,Z) est engendré par H;(C) ® Hi(E), la
fibre générale f et les fibres multiples F;, avec les relations m;F; = f et
>-i(mizi)F; = 0 (cette égalité signifie >_,(m;Rz;)F; = 0 et ), (m;Sz)F; =
0).

Exemple 2. Dans la situation ci-dessus, s’il y a une seule fibre multiple,
et si miz; = a1 € Z4, avec aj et my premiers entre eux, alors Hy(S,Z) =
H(C)® Hi(E) ® Z/a1Z, avec F; générateur du Z/aiZ, de méme que f =

m1Fy, qui est donc d’ordre e = a;. Regardons le cas oil e = 2, de sorte
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que M = 0 ou 1 dans Z/2Z : on calcule zo(0) = z1(1) = (m; + 1)/2
et 20(1) = 21(0) = (m3 —1)/2 ; si g > 1, on obtient sw(0) = 22973 et
sw(l) = —2%73, tandis que si g = 1, on obtient sw(0) = (my + 1)/2 et
sw(l) = (my —1)/2.

Exemple 3. Toujours dans la situation ci-dessus, avec une seule fibre mul-
tiple, mais m; =a; —1 =e—1, on calcule zg(nF;) =1sid+n#e—1let
0sid+mn=e—1;on déduit la formule, si g > 1,
(29 —2
sw(nFy) = — Z (-1)’( 97 ) ,
j=e—1—-n (mod e)0<j<2g—2 J

donc les invariants ne sont pas triviaux.

Dans les trois exemples ci-dessus, on voit des cas ou les invariants ne
peuvent pas prendre la valeur +1. Par [18], on déduit que les variétés corre-
spondantes ne sauraient admettre de structure symplectique. En s’appuyant

sur [19], on obtient le théoréme général suivant.

Théoréme 8.2. Une surface proprement elliptique a by impair n’admet pas

de structure symplectique.

Preuve. Utilisons les résultats de Taubes [19] (voir aussi [20, (2.3)] qui est
plus précis) sur la structure des invariants de Seiberg-Witten sur une variété
symplectique. Si S admet une forme symplectique w, soit K, le fibré
canonique associé. Pour la structure Spin‘C standard, 'invariant est +1.
Si on considére une structure Spin® donnée par un fibré N, de sorte que
Wt =N& (K;'® N) et L = KZ' ® N2, pour laquelle linvariant de

Seiberg-Witten est non nul, alors

(8.1) 0<[@]-a(N) < [@] - a(Ks),
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avec égalité a gauche si et seulement si V = 0 et & droite si et seulement si
N = Kg,.

Si S est une surface elliptique & by impair, relativement minimale, on a
vu que les L fournissant des classes basiques s’écrivent (avec les notations du
théoréme 8.1) df + Y, aiF;, donc sont des classes de torsion. Cela implique
que [w] - ¢1(L) = 0 pour tout w. Si S est symplectique, on a donc égalité
partout dans (8.1), ce qui impose N = 0 et K, = 0. Il ne peut donc y avoir
qu’une seule classe basique, avec L = 0.

En particulier, nous déduisons que la somme des invariants sur toutes les
classes basiques doit étre +1. Or, le théoréme 8.1 permet de calculer cette
somme. On obtient

> swon=IIm) ¥ vi(*;7).
M basique 0<d<2g—2
Si g > 1, cela est toujours nul. Si g = 1, cela ne peut étre égal & £1 que
si tous les m; sont égaux & 1, c’est-a-dire s’il n’y a pas de fibre multiple :
cela ne se produit que pour les surfaces de Kodaira, qui sont exclues par les
hypotheses du théoréme, puisque leur dimension de Kodaira est nulle. On
déduit que S ne saurait étre symplectique.

Dans le cas non minimal, soit o : S — S Déclaté de S en n points,
avec courbes exceptionnelles Fj, ..., E,. Les classes basiques sur S sont les
classes 0*Lg + ) €;E;, oul Lg est une classe basique sur S, et swg(c*Lg +
Y &E;) = swg(Lg), avec €; = £1 car S est de type simple (ces résultats sont
bien connus, mais ils découlent aussi directement, dans ce cas, de la descrip-
tion des classes basiques & partir des décompositions du diviseur canonique
comme diviseur effectif). Si S est symplectique, alors son fibré canonique K,
est une classe basique, donc il existe Lo classe basique sur S et ¢; = %1 tels

que K = 0*Lo+ 3. € E; ; si Lo ® N est basique sur .S, posons N = o* Ny,
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alors K ® N? est basique sur S ; mais N = 0* Ny est de torsion, donc il y
a égalité dans (8.1), ce qui implique N = 0 et Ny = 0. Ainsi, il n’y a sur
S qu’une seule classe basique, d’invariant sws(Lo) = swg(Kw) = £1, et on

est ramené & ’argument employé dans le cas minimal. O
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