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Les equations de Seiberg-Witten sur une surface 

complexe non Kahlerienne 

OLIVIER BIQUARD 

We consider the Seiberg-Witten invariants of non Kahler complex 

surfaces with b^ > 0. They are all elliptic surfaces of nonnegative 

Kodaira dimension. We prove that they are simple type and we 

calculate the basic classes and the multiplicities. We deduce that 

non Kahler properly elliptic surfaces do not carry a symplectic 

structure. 

Introduction. 

Les equations recemment introduites par Seiberg et Witten (voir [22,15]) 
se sont averees des outils importants pour Petude de la topologie des varietes 
de dimension quatre, et particulierement des surfaces kahleriennes, ou, plus 
generalement, des varietes symplectiques de dimension 4. 

Dans cet article, nous envisageons un cas a priori en dehors de 
la categorie symplectique, a savoir le cas des surfaces complexes non 
kahleriennes : une surface complexe est kahlerienne si et seulement si &i 
est pair, ou, ce qui est equivalent, b^ est impair (voir la classification dans 
[1]). Les invariants sont bien definis pour b^ > 0, si bien que les modeles 
minimaux de la classe des surfaces non kahleriennes sont, d'une part, en 
dimension de Kodaira nulle, les surfaces de Kodaira, d'autre part, en dimen- 
sion de Kodaira egale a un, les surfaces proprement elliptiques minimales a 
bi impair. 

On verra que le cas que nous considerons est une deformation du 
cas kahlerien, beaucoup plus simple que le cas symplectique [18]. Nous 
deformons Toperateur de Dirac en Toperateur 8 + 8*, puis, inspire par Wit- 
ten [22], nous perturbons les equations par une 2-forme du type £2'0+£2'0, ou 
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£2,0 G H0(K). Les solutions s'identifient alors a des decompositions de K, 
comme diviseur effectif, en K = (K + L)/2 + (K — L)/2. Malheureusement, 
la presence de composantes multiples dans K peut empecher les equations 
d'etre transverses. Pour y remedier, on perturbe K lui-meme, ce qui rend 
les solutions toujours transverses et evident le calcul des invariants. 

Dans les deux cas cites plus haut, nous montrons que ces surfaces sont 
de type simple et calculons leurs classes basiques et leurs multiplicites (theo- 
remes 5.1 et 8.1). Notre methode donne simultanement le cas des surfaces 
elliptiques kahleriennes, deja traite par Brussee [4] et par Friedman et Mor- 
gan [8], et le cas des surfaces elliptiques non kahleriennes. Cependant, la 
demonstration est differente, et plutot plus simple, puisqu'elle permet d'e- 
viter les calculs sur des espaces de modules non generiques. 

Les consequences de ces resultats sur Pinvariance par diffeomorphisme 

des divers invariants d'une surface elliptique sont moins interessantes que 

dans le cas kahlerien, puisqu'elles peuvent s'obtenir par des considerations 

elementaires (voir [6] et les remarques a la fin de [7]).  En revanche, nous 

notons, comme corollaire standard, que ces surfaces n'admettent pas de 

metrique riemannienne a courbure scalaire strictement positive quand les 

invariants sont non triviaux.   Surtout, nous deduisons des theoremes de 

structure de Taubes sur les invariants de Seiberg-Witten des varietes sym- 

plectiques le resultat suivant (theoreme 8.2 dans le texte). 

Theoreme 0.1. Les surfaces proprement elliptiques a bi impair (c'est-a- 

dire non kahleriennes) n'admettent pas de structure symplectique. 

Une autre maniere d'enoncer le theoreme consiste a dire qu'une surface 
complexe a dimension de Kodaira strictement positive qui admet une forme 
symplectique doit etre kahlerienne. 

Incidemment, ces varietes non symplectiques avec invariants de Seiberg- 
Witten non triviaux s'ajoutent aux exemples de [14]. D'autre part, les sur- 
faces de Kodaira sont exclues du theoreme : en realite, elles possedent 
une structure symplectique, appelee structure symplectique de Kodaira- 
Thurston [13, 21]. 

Remerciements. Je remercie vivement Paul Gauduchon, qui a montre beau- 
coup d'interet pour ce travail et a mis a ma disposition la reference [11], ainsi 
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que Dieter Kotschick qui m'a signale Texistence de la structure symplectique 
de Kodaira-Thurston. Je remercie aussi le referee dont les remarques precises 
ont permis d'ameliorer la presentation de cet article. 

1. Equations de Seiberg-Witten sur une surface complexe. 

Soit S une surface complexe, munie d'une metrique hermitienne donnee 
par une forme de Kahler UJ. La forme de Lee 6 est definie par dou = 9 A cu, 
ou, de maniere equivalente, 6 = C * du = —Cd*u, ou C = X^a~6-Fa,& est 
Toperateur de Weil. On calcule *dduj = id*00,1 = id*61>0. Quitte a changer 
la metrique par un facteur conforme [10], on peut supposer que LJ est une 
metrique de Gauduchon, c'est-a-dire satisfait dduj = 0. Dans ce cas, le degre 
d'un fibre holomorphe en droites £, defini par deg^ C = Js IFA AU;, ou A est 
la connexion de Chern d'une metrique hermitienne h sur £, est independant 
de h (nous avons supprime le facteur 27r habituel qui ne nous sert a rien). 

Convention. Dans le texte, les symboles | • | et (•, •) designeront la norme et 
le produit scalaire ponctuels, et || • || et (•, •) la version integree. 

II y a une structure Spin€ canonique sur S, induite par le fibre anti- 
canonique L = K"1 ; pour une structure Spin^ generate, on a L = K"1 ® 
M2, et le fibre des spineurs est W = A0'*(M) = W+ 0 W", avec W+ = 
A0'0(M) 0 A0'2(M) et W = A0'1(M). La structure Spin€ est determinee 
par le fibre M, si bien que I'invariant de Seiberg-Witten, apres avoir fixe la 
structure Spinc de reference, apparait comme une fonction sur H2(S,Z). 

Nous utilisons les conventions de [2, pages 135 et suivantes], de sorte que 
Faction de Clifford de la forme u a pour valeur propre (26 — 2)i sur A0,6. 
Dans ces conditions, Toperateur de Dirac, associe a une connexion A sur L, 
s'ecrit [11], si sgm/> = dbl suivant que ^ G W±, 

(i.i) -^DAI, = (dA + EXW - s-^9 ■ i>, 

ou Toperateur BA sur M = (L ® K)1/2 est induit par la connexion A sur L 
et la structure holomorphe de K. Nous regardons la perturbation suivante 
des equations de Seiberg-Witten [15]. Elle porte sur une connexion unitaire 
A sur L et un champ de spineurs positifs ^, les parametres t G R et e G £1+ 
etant donnes ; on notera cr(/0) G £2+ la 2-forme autoduale correspondant a 
Tendomorphisme i(^* ® I/J)

0
 de W+ via la multiplication de Clifford : 

(1.2) /^*—5V-* 
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Techniquement, il est necessaire de considerer des solutions (et des transfor- 
mations de jauge) dans certains espaces de Banach, par exemple des espaces 
de Holder, mais nous passerons ce fait sous silence. 

Lemme 1.1. L'espace des modules des solutions de (1.2), a t et e fixes, 

est compact, de dimension virtuelle (L2 — K2)/A. Si b^ > 0, Uinvariant de 

Seiberg-Witten, calculi a partir de Vespace des modules de (1.2) pour une 

perturbation generique e, est le meme pour t = 0 ett = l. 

Preuve. Si DA^ = X-tf pour un champ de vecteurs X sur 5, alors on calcule 

^A^ := —2VxV; + termes d'ordre 0 en ^, 

done, pour une solution des equations (1.2), par la formule de Lichnerowicz, 

^AM2 = <v*v^> - IW|2 

au maximum de j^J2, s'il est non nul, on a $l(S7xip,ip) = 0, done on obtient 

l^l2 ^ 4c, puis on conclut comme dans [15]. La dimension virtuelle est 

bien sur la meme que pour Pequation de depart, puisqu'on Fa perturbee 

par des termes d'ordre 0 qui ne modifient pas Tindice de la linearisation 

(voir son calcul dans [15]). Enfin, Tabsence de solution reductible (ip = 0) 

est equivalente a ci(L)+ = £harm/27r, condition independante de t qui peut 

etre satisfaite par une perturbation generique des que b^ > 0. La seconde 

assertion est alors un fait standard. □ 

Remarque 1. Si X est complexe (ce qui correspond a une perturbation de 

Toperateur de Dirac par un terme d'ordre zero arbitraire), le raisonnement 

reste valable en utilisant Pinegalite —25ft(Vx'0,^) — IV^I2 < c)^!2. 
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Le lemme precedent signifie que pour calculer I'invariant de Seiberg- 
Witten, on pent se contenter de regarder le systeme 

\iFZ=<T(1>) + e. 

2. Une perturbation des equations. 

Le lemme ci-dessous indique que certaines perturbations e, deja conside- 

rees par Witten [22, equation (4.11)], permettent de decoupler les equations. 

Ces perturbations sont necessaires pour eviter les solutions reductibles, qui 

existent toujours ici car le degre n'est plus un invariant topologique (alors 

que dans le cas kahlerien, il suffit que le degre de L soit non nul pour 

eviter les solutions reductibles aux equations non perturbees). D'autre part, 

rappelons [1, chapitre IV,2] que meme pour une surface non kahlerienne, on 

a la decomposition if2(5,C) = ®p+q=z2H'p'q(S) (c'est en revanche faux pour 

le if1). 

Lemme 2.1. Supposons L de type (1,1) et d*e0i2 = 0. Posons I/J = (#,7) G 

A0'0(M) © A0'2(M). Alors le systeme (1.3) est equivalent a 

(2.1) F°'2 = ^-i£°.2 = 0, 

(2.2) dAa = 0,        d*A>y = 0, 

(2.3) AFj4-i(H2-|7|2) = 0. 

L'equation (2.1) implique que L a une structure holomorphe C, et les 

equations (2.2) impliquent que a G ^((C^K)1^2) et-ye H2((£®K)1/2) = 

^{{C-^^K)1'2)*. 
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Preuve. On calcule la formule 

-iaMO = ^(M2 - |7|2) + 
4 M   i       .,./■.     2 

On a done F^' = ^—ie0,2. Comme F^ est trivial dans if0,2, on deduit que 

is0'2 est la partie 9-harmonique de ^. Notons (a7)/l la partie 5-liarmonique 

de a7. De ^a + d\^ = 0, on deduit d\a + 9,49^7 = 0 et done (en 

faisant attention au fait que Ton passe de L a M par une racine carree, done 

Faisons le produit scalaire avec 7 et integrons : 

i (a7 - (jSj^lSj) + ||^7||2 = \ ||«7 - (^f + WBhW2 = 0. 
0 9 "~" — 

On deduit F^  = 0, 5^7 = 0, OA® = 0 et le reste du lemme. □ 

Remarque 2. Quand L n'est pas de type (1,1), le raisonnement ci-dessus 

reste valable pour e = 0. Une solution des equations fournirait alors une 

structure holomorphe sur L, ce qui est impossible. L'absence de solutions 

pour I'equation non perturbee implique que Tinvariant de Seiberg-Witten de 

L est nul. On pourra done se restreindre, dans la suite, a L de type (1,1). 

3. Resolution des equations vortex. 

Nous passons a present a 1'etude de I'equation (2.3). C'est une equation 

de type vortex (voir [3, 9]), dont Petude est ici a peu pres immediate, meme 

dans le cas non kahlerien. 

Lemme 3.1. Soit S une surface complexe munie d'une metrique de Gaudu- 

chon.  Soient un fibre holomorphe hermitien M, des sections a G i?0(jM) 



Seiberg-Witten sur une surface non Kahlerienne 179 

et 7 € H2(M) = H®(M~l ® iiT)*, chacune non nulle, et AQ la connexion de 

Chem sur C = M2 <S> if-1. Alors il existe une unique fonction u : S —> R, 

telle que {A = AQ + 2idcu, eua, e~u'y) soit solution de (2.3). 

Preuve. Rappelons que dc = i(d — d). Nous voulons resoudre Tequation 

AFAo + 2iAddcu = ^(e2>|2 - e~2"|7|2). 

On salt [10] que P = —Addc = A — (0, d-) est a valeurs dans les fonc- 

tions d'integrale nulle, puisque d*6 = 0. Done une condition necessaire est 

Pappartenance de u a I'espace 

V = {ti, / 62w|a|2 - e-2w|7|2 = -2dega;£} . 

Nous resolvons le probleme par une methode de continuite, en regardant, 

pour t G [0,1], le probleme 

Q(u, t) = iAFAo - 2Mdcu + |(e2u|a|2 - e"2^!2) - ^| deg,, C = 0, 

ou Q est vu comme un operateur de V x [0,1] dans W = {/, J^/ = 0}. 

Notons / Tensemble des t € [0,1] tels que Pequation Q{u,t) = 0 ait une 

solution. 

Nous noterons T4+r7, W)^ les elements de V et W de regularite holde- 

rienne k + r/. 

Comme P est un isomorphisme W^+r; —* W^, Pequation Q(u, 0) = 0 a 

une unique solution dans T^+tj, puisque ni a ni 7 n'est nul. Ainsi 0 6/. 

Supposons que pour un t donne, on ait une solution ut € V a Pequation 

Q{ut,t) = 0. Alors la linearisation de Q par rapport a u en ce point n'est 

autre que 

duQ{u) = 2P7i + tu(e2wt |a|2 + e-2wt I7I2). 
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On a 2((0, du), u) = (9, dii2) = 0 puisque d*0 = 0 ; comme P = A - (0, d-), 

si duQ(u) = 0, alors en integrant centre ti, on obtient u = 0. On deduit 

immediatement que c^Q est un isomorphisme TUtV2+v —>• W^, done / est 

ouvert, et en particulier / contient un voisinage de 0. 

La demonstration du lemme 1.1 implique que si Q(u,t) = 0, avec 0 < 

€ < t < 1, alors |eua|2 + |e~'u7|2 reste borne par une constante. On deduit 

facilement que / est ferme. 

Ce qui precede implique que / = [0,1], done en particulier Tequation 

Q(U) 1) = 0 a une solution. On a done resolu Pequation souhaitee. 

Enfin, pour demontrer Punicite, prenons deux solutions, que Pon peut 

supposer etre 0 et tx, done u verifie 

2Pu + i ((e2" - l)|a|2 - (e-2u - 1)|7|2) = 0; 

en integrant contre -u, on obtient 

2IHI2 = - JI ((e2u - 1)M2 - (a"2" - 1)|7|2) ; 

le second membre etant toujours negatif, on deduit u = 0. □ 

Remarque 3. Le fibre canonique K ne joue aucun role particulier dans 

ce lemme. Le lemme reste vrai en remplagant K par n'importe quel fibre 

holomorphe hermitien fixe. 

Corollaire 3.2. L'espace des modules des solutions des equations (2.1) a 

(2.3) s'identifie a l'espace des solutions (modulo conjugaison complexe) des 

triplets (£,a,7), ou C est une structure holomorphe sur L, a G H0((C <8) 

K)1'2), 7 G #2(£ ® K)1/2) = tf^OC-1 ® iiT)1^)* et ^7 = 2ie0>2. 

Remarque 4. La perturbation e du lemme 2.1 est simplement obtenue 

en prenant une section holomorphe £2,0 G H0(K), ce qui correspond a re- 
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presenter K comme un diviseur effectif. Alors, Tespace des modules ci- 

dessus s'identifie aux decompositions, comme diviseur effectif, de K comme 

K = (K + £)/2 + (K-£)/2. 

4. Le H1 du complexe elliptique et la transversalite. 

Considerons la structure Spin^ donnee par L = K~l ® M2. Soit une 
solution (A, a, 7) aux equations du lemme 2.1. On decompose Q^. = E©fi0'2, 
oil la projection sur le facteur R est Poperateur A. On a alors le complexe 
elliptique de deformation regissant les equations, donne par 

(4.1) 

0 _► ftO _*♦ fiO-1 x f20'0(M) x n0'2(M) -^ Sll x ft0-2 x ^(M) —♦ 0. 

Pour une perturbation e non nulle, la solution n'est pas reductible (done 
H0 = 0) et 1'indice du complexe est (L2 - K2)/4 = dimH1 - dimH2. La 
differentielle do est donnee par 1'action infinitesimale d'un element iu du 
groupe de jauge (u a valeurs dans E), par 

do(u) = (d = — 2idu, a = iua, 7 = W7); 

la differentielle dx est la linearisation des equations (1.3) : si di(a, Q;,7) = 
(f,<t>,P), alors 

/ = »(2«Aao+<a,d>-(7,7)), 

(4.2) t = 8a-^i, 

L'adjoint de do est donne par dj^d, 01,7) = — S(—2d*d + {a, a) + (7,7)). 
Rassemblant cet adjoint avec la linearisation (4.2), et tenant compte de 
8* = —iA.d— (O0,1,-) sur les (0,l)-formes par [5], on voit que I'operateur 
d*0 + di : ft0'1 x Q0(M) x ^0'2(M) -» Q,0 x fi0'2 x Q0'l(M) est donne par les 
formules 

/ = -2a*d + (a, a) - (7,7) - 2U(e0'\ a), 

(4.3) ^fe-ll + S, 

^8Aa + 8^ + ^±^l. 
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Le lemme qui suit est la traduction infinitesimale du lemme 2.1. 

Lemme 4.1. Le noyau de d^ + di, c'est-a-dire le H1 du complexe de defor- 

mation des equations, est donne par les triplets (a, d:, 7) tels que 

BA* + % = 0, 

0:7 + ary = 0, 

-2d*a + (a, a) - (7^) - 23fJ(e0'1, d> = 0. 

Preuve. Faisons le produit scalaire des deux morceaux de la troisieme 

equation de (4.3) : 

0 > 2(dAa + ^, ^7 + ^) = (^(da), 7) + (&, ^(t(S)7)) 

= (ad,lF7) + (d!,(5d,7)) 

= (3d, a-y + cry) 

= 2||ad||2 

compte tenu de la seconde equation de (4.3). On en deduit immediatement 

da = 0 et 2dAOc + da = 0, ce qui demontre le lemme. □ 

On en deduit tout de suite un corollaire interessant d'annulation. 

Corollaire 4.2. Supposons que les diviseurs diva et div7) soient disjoints, 

ou, plus generalementj que quand diva = mC + D et divj = pC + D', avec 

C irreductible, m,p G Z+; les diviseurs D et D' transverses a C, le fibre 

normal Omc(TnC) de mC ou celui de pC nJait pas de section. Alors le H1 
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du complexe de deformation est nul Si L2 = K2, cela implique que le H2 

soit nul et done que la solution soit transverse. 

Preuve. Soit un triplet (d, d,7) dans le noyau de dp + di.' Notons / = 

a/a = —7/7. D'apres le lemme precedent, d = —2df. Si diva et div7^ 

ne se rencontrent pas, / est clairement C00 sur S. Plus generalement, les 

equations BA<i = —cia/2 et da = 0 montrent que d G H0(Omc(mC)) ; si 

OmcipiC) n'a pas de section, on deduit que / = a/a se prolonge au-dessus 

de C. Le raisonnement est le meme si e'est le fibre normal apC qui n'admet 

pas de section. 

Finalement, la fonction / est C00 dans tous les cas, et la derniere equation 

du lemme devient 

49*9/ + (M2 +17|2)/ + m{e^\ df) = o. 

En integrant cette equation contre /, les parties reelles et imaginaires four- 

nissent les deux equations 

4P/112+IMI
2+h/ii2+4st(^\ mm = 0, 

»(e0'1J(9/)5/) = o. 

Compte tenu de (00,1, (9f/)99f/) = 0 puisque d*0o>1 = 0, la seconde equation 

donne Pegalite 3f£(00,1, (^f)d^tf) = 0, ce qui permet d'annuler le terme ou 9 

intervient dans la premiere. On en deduit / = 0. □ 

Remarque 5. On remarquera que le terme en 9 dans les equations du 

lemme 4.1 n'intervient qu'a la fin de la demonstration du corollaire, qui 

resterait ainsi inchange si on remplace 9 par t9 pour t € R dans les formules 

(4.3) pour Poperateur CJQ + rfi. 
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Remarque 6. Compte tenu des equations du lemme 4.1, le couple (d, a) 

donne un element du groupe d'hypercohomologie H^C? —> M), qui 

s'identifie canoniquement a H0{S^TVj^ ou H est le faisceau defini par suite 

exacte Q -* O ^> M —> 11 —^0. De meme, le couple (—a, 7) donne un 

element de Ul(0 -^ M"1 ® K) = i^p^ft'), avec notation evidente. La 

demonstration du corollaire montre qu'on a en fait des injections du H1 du 

complexe elliptique dans H^C? -^ M) et dans H1^ -^ M'1 ®if). A partir 

de la, on pourrait certainement donner une description precise de ce H1. 

5. Un exemple : les surfaces de Kodaira. 

Pour une surface non kahlerienne S, on a b% = 2pg. Les surfaces non 
kahleriennes a pg > 0 et dimension de Kodaira nulle sont les surfaces de 
Kodaira [1]. Celles-ci ont un fibre canonique trivial, K = Os- 

Theoreme 5.1. Sur une surface de Kodaira, la seule classe basique est 

K = Os, qui a un invariant de Seiberg-Witten egal a 1. 

Remarque 7. Comme corollaire immediat, on obtient qu'une surface de 

Kodaira n'admet pas de metrique riemannienne a courbure scalaire stricte- 

ment positive. D'autre part, on aurait pu deduire ce theoreme des resultats 

de Taubes [18, 19], puisque ces surfaces sont munies de la structure sym- 

plectique de Kodaira-Thurston [13, 21]. 

Preuve. Considerons le cas de la structure Spin^ fournie par L = K~~l <g> 

M2 = M2. Perturbons les equations par une 2-forme autoduale harmonique 

e = £0'2 + e2'0, et raisonnons sur le systeme du lemme 2.1. Les solutions 

sont fournies par une structure holomorphe £ sur L et des sections a 6 

H0((K (g) r)1/2) et 7 G H2((K ® C)1'2) = #0((# ® C-1)1/2)*.   Puisque 
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K = O5, les fibres £ et C~l doivent avoir des sections, done £ = Os (M est 

trivial). II y a done une unique solution, qui est transverse par le corollaire 

4.2. Reste a determiner son signe : en anticipant sur la suite, et en utilisant 

les conventions de la section 7 pour Porientation, on voit qu'il est positif par 

le lemme 7.1. □ 

6. Perturbation du fibre canonique. 

Revenons au cas general. Le diviseur canonique, comme diviseur effectif, 
s'ecrit K = ^rriiCi, avec mi G Z4. et Ci irreductible. Une solution des 
equations donne un fibre holomorphe M, qui, comme diviseur effectif, doit 
s'ecrire M = X^Pi^? avec 0 < ^ < mi. Le corollaire 4.2 dit que cette 
solution est transverse si pi = 0 ou mi, ou si le fibre normal de piCi on celui 
de (mi — pi)Ci n'a pas de section. 

En particulier, si le fibre normal de d est trivial et mi > 1, on ne peut 
pas conclure. Nous allons alors perturber K1 comme diviseur effectif, de 
sorte de remplacer miCi par mi composantes irreductibles disjointes. Cela 
permettra de calculer la multiplicite des solutions. 

Nous pouvons exprimer cette perturbation en choisissant g 6 iy1^, O5), 
represents par une (0,l)-forme harmonique (dg = 0 et d*Q = 0), et 772,0 G 
A2'0, tels que (d-g)??2'0 = 0, ce qui est equivalent a (d+g) V'0 = 0. La (2,0)- 
forme rj2,0 est done une section holomorphe du fibre Kg, topologiquement 
isomorphe a K mais muni de la structure holomorphe dK — g. Si (#, 77) est 
proche de (0, e), le fibre est proche de K. 

Notons 77 = 772'0+772'0, et considerons la modification suivante du systeme 
d'equations (1.3). 

Ce systeme se reecrit bien entendu comme 

(6-2) (^-|)a + (^ + |r7 = 0, 

(6.3) Fo,2_^+.r?o,2 = 0) 

(6.4) AFA-i(H2-|7|2)=0. 
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Pour une telle equation, on ne peut pas avoir un decouplage entre a et 7 en 

general comme dans le lemme 2.1. Cependant, on a le resultat suivant. 

Lemme 6.1. Supposons que (Q^TJ) soit suffisamment proche de (0, e). Alors 

les solutions du systeme ci-dessus verifient 

fo-§)« = <>,        (^ + f)*7 = 0. 

Cela signifie que L a une structure holomorphe C et que a et 7 sont holomor- 

phes, ou plus precisement a G H0((£ ® Kg)1/2) et 7 £ H0((C-1 ® Kg)1/2). 

De plus, etant donnee une solution (A, a, 7) de ces equations, il existe 

une transformation de jauge complexe, unique a transformation de jauge 

unitaire pres, qui envoie cette solution sur une solution de Vequation (6.4). 

Preuve. En utilisant la compacite (lemme 1.1), on peut supposer, pour (#, 77) 

suffisamment proche de (0,£), que la solution (A, a, 7) est aussi proche que 

Ton veut (dans une norme Ck,l/) d'une solution (>lo,ao,7o) aux equations 

pour le couple (0,£). Ecrivons A0,1 = A®'1 + a. On a les egalites 

{(BA - f)«, (8A + |)*7) = (^,7) - (f ,517) + (^a, ^2) 

= (Ba, Y) - (e<*, Bfar) 

= \\daf + (da, irf*) - (ga, d*Ao7 + ^1) 

= \\da\\2 + (QAa,da)-(Qa,d*AQl), 

ou la derniere ligne s'obtient en utilisant (d + g)*r]0'2 = 0. Comme d*a est 

petit (en norme C*-1'"), en faisant agir le groupe de jauge complexe (ce qui 

preserve les equations (6.2) et (6.3) mais pas (6.4), dont nous n'avons plus 
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besoin), on pent s'arranger pour que 5*a = 0 et done (g A a, da) = 0, tout 

en gardant (A, a, 7) proche (en norme C^) de (j4o,ao,7o). On en deduit 

(6-5) 

(dA - f )a 2 +   (dA + f )*7 2 + 2||aa||2 - 2»(ea> ^7) = 0. 

II nous faut analyser ce dernier terme. Comme (ga, 9^07) = — (g A9>i0a,7), 

on voit que (£01,0^7) = (^a',9^7'), ou a' et 7' sont les projections de a 

et 7 sur (ker^o)"1 et (kerS^)-1, respectivement. L'operateur a symbole 

injectif BAQ etant injectif sur (ker dA0)'L, il en est de meme pour la perturba- 

tion 8A — £/2, si a et g sont assez petits ; sous les hypotheses du lemme, on 

a done |M|2 < clK^ - ^/2)a||2, et de meme ||^07'||2 < c||(5 + ^/2)*7||2. 

Nous en deduisons 

2|(fla, 5X07)1 < c sup \Q\ (m - t>/2)af + \\(B+ e/2)*7||2) • 

Si sup |^| est assez petit, on deduit alors de 1'equation (6.5) les annulations 

da = 0, (BA - Q/2)a = 0 et (5 + gfiy-y = 0. 

Enfin, la derniere assertion du lemme provient du lemme 3.1 et de la 

remarque 3. □ 

Remarque 8. Par le lemme 1.1, les solutions de ces equations peuvent 

servir aussi bien a calculer les invariants de Seiberg-Witten. De plus, il 

n'est pas difficile, par des arguments similaires a ceux employes dans la 

demonstration ci-dessus, de voir que le lemme 4.1 et le corollaire 4.2 restent 

valables pour ces solutions. 

7. Orientation et signe des solutions. 

Orienter Tespace des modules est equivalent a choisir une orientation de 
D = H0(S, RJeff1^, ]R)e#£(S, R). Dans le cas kahlerien, cette orientation 
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provient de ridentification avec Fespace vectoriel complexe ^i?0'1^), par 

(ao, ai, 0,2)—► (ao + iAa2, a?'1, a^2). 

Dans le cas non kahlerien (61 (5) impair), notons 6h la partie harmonique 
de 0—sa classe de cohomologie est toujours non triviale, alors que celle de 
J0 = —C0 = d*uj Vest manifestement. Nous orientons D en orientant D © 
RJ0h © Ma;, dont Porientation provient de Tisomorphisme avec J^H0'1^), 
donne par 

(ao, ai, (22? hi ^2) —> («o + iAfya, di   + 61' , aj ) • 

En fait, dans la suite, nous utiliserons directement le complexe du 9, avec sa 

structure complexe, pour calculer Porientation. Le resultat qui suit justifie 

une assertion de Witten [22, equation (4.23)]. 

Lemme 7.1. Soit une solution des equations du lemme 6.1. Si L2 = K2 et 

sous les hypotheses du corollaire 4.2 (de sorte que la solution est transverse), 

le signe de la contribution a Vinvariant de Seiberg- Witten est 

(_l)dimiJ0(X,ft) 

ou TZ est le faisceau defini par la suite exacte 

0—>O-^->(KQ®£)1/2—>'ll—>0. 

Preuve. II nous faut calculer le signe du determinant de Poperateur d^ + di 

calcule en (4.3). Compte tenu de la remarque 5, on peut deformer vers 0 

le terme faisant intervenir 9 sans modifier le signe du determinant et on 

notera P Poperateur obtenu en le supprimant ; Poperateur P se decompose 

en P = P+ + P_, ou P+ preserve Porientation complexe et P_ la renverse, 

avec 

—cry  t(d)^ 
P_(a,&,7) =    -(7>7>> 2   '     2 
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L'operateur P_ est d'ordre 0, tandis que Toperateur P+ est elliptique d'ordre 

1, d'indice nul puisque Fespace des modules des solutions est de dimension 

0. Pour t > 0, Toperateur P+ + tP- est (au terme en 9 pres) Toperateur 

dj + di du complexe de deformation a la solution (a, £7) des equations (6.2) 

a (6.4), a la difference que 77 est remplace par £77 et Tequation (6.4) par 

A^-^(H2-^l7l2)=o. 

Ce changement laisse insensibles le lemme 4.1 et le corollaire 4.2, si bien que 

P+ + tP- reste un isomorphisme pour t > 0. On deduit que pour t > 0, 

Toperateur P+ + £P- n'a pas de noyau dans £?-L, ou E = kerPj., done le 

signe du determinant de P n'est autre que celui de P+ \E± ©P- (j^, e'est-a-dire 

( — DdimE 

II nous reste done a determiner E = kerPf. Le lemme 4.1 demeure 

valable a la limite t —► 0, e'est-a-dire 7 —► 0, et donne que (d, d, 7) G E si et 

seulement si 7 = 0 et 

-2d* a + (a, d> = 0, 

aa = 0,        (aA-|)a + y =0; 

nous reconnaissons les representants harmoniques du groupe H1(0 —> 

(if^ ® >C)1/2), qui s'identifie canoniquement a H®(X, 11). D 

Remarque 9. L'argument ci-avant differe de celui de Witten, qui proposait 

de deformer les solutions en remplagant e par te, ou 0 < t < 1, sans modifier 

Tequation sur AP. Suivant le signe de deg^ L, on converge vers une solution 

avec a = 0 ou 7 = 0 et on raisonne en analysant la perturbation au voisinage 

de cette solution. Mais ici il est possible que la limite soit une solution 

reductible (a = 0 et 7 = 0) et cette approche devient difficile. 
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8. Le cas des surfaces elliptiques. 

Nous sommes maintenant prets a calculer les invariants des surfaces el- 
liptiques. La classification des surfaces a dimension de Kodaira egale a 
un se reduit a ces surfaces. Notre methode donnera aussi une nouvelle 
demonstration, plus simple nous semble-t-il, du cas kahlerien. 

Soit S —* C une surface elliptique (relativement) minimale au-dessus 
d'une courbe de genre g. Fixons une section du fibre canonique, e2,0 € 
H0(K), de sorte que, comme diviseur [1, (12.1)], 

K=       E      Cj + Y^imi-W, 
i 

ou les Fi sont les fibres multiples (de multiplicite mi) et les Cj sont des fibres 
generales. Quitte a perturber K en un diviseur proche Kg, avec une section 
772'0 proche de e2,0, on peut supposer que les fibres Cj sont distinctes, lisses 
et disjointes des fibres multiples. 

Nous allons calculer les classes basiques et Pinvariant par la methode 
preconisee par Witten [22, equation (4.17) et suivantes]. Par la remarque 
2, les classes basiques sont de type (1,1), et d'apres le lemme 6.1, les seules 
solutions des equations, convenablement perturbees, sont fournies par une 
decomposition de Kg, comme diviseur effectif, en Kg = (Kg + £)/2 + (Kg — 
C)/2 ]lesM = (Kg (8) C)1/2 sont done du type 

M= Y, Cj + YaiFi' 
JC{l,...,x(Os)+2g-2} 

ou 0 < di < mi (si les Fi ne sont pas irreductibles, on pourrait imaginer 
de ne prendre que certaines composantes, mais, par le lemme de Zariski 
[1, lemme (8.2)], cela impliquerait L2 < K2, done la dimension virtuelle 
serait negative et Pinvariant de Seiberg-Witten nul) ; il est alors clair que 
L2 = K2 done Pespace des modules est de dimension 0 ; comme Fi a un 
fibre normal de torsion, d'ordre m^, et que les autres composantes sont sans 
multiplicite, le corollaire 4.2 (et la remarque 8) impliquent que toutes les 
solutions sont transverses. Comme le fibre normal d'une fibre generique est 
trivial, la contribution a Pinvariant d'une telle solution, d'apres le lemme 
7.1, est (-1)|J|. 

Dans la suite, il sera commode d'identifier H2(S, Z) avec -H"2^, Z). 
Plagons-nous dans le cas kahlerien, ce qui est equivalent [12] a dire que la 

fibre generale / n'est pas de torsion dans ^2(5, Z), et posons ci((K+L)/2) = 
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df + ^ctiFi, alors | J| = d et il y a (x^ s ^2g~2) manieres de choisir J. On 
en deduit que I'invariant de Seiberg-Witten vaut 

{_1)dfx(Os) + 2g-2 

On retrouve ainsi le calcul de Brussee [4] et de Friedman et Morgan [8]. 
Examinons a present le cas non kahlerien, ce qui est equivalent a dire que 

la fibre generale / est une classe de torsion de H2(Sj Z), d'ordre e € Z_f-. On a 
alorstoujoursx(^s) = 0. Enecrivanttoujoursci((K+L)/2) = df+^aiFi, 
avec 0 < d < e, la methode precedente s'applique, a la difference que | J| est 
maintenant defini seulement modulo e, done Tinvariant est 

£    <-*C70- j=d    (mod e),0<j<2p-2 

Cependant, ce raisonnement n'est pas correct, car ici, les a^, et la valeur de 
d modulo e, ne sont pas fixes par ci((K + L)/2) G ^(S,Z) et on doit done 
faire encore une somme sur les choix possibles. Cela demontre finalement le 
theoreme suivant. Nous ne Penongons que dans le cadre non kahlerien, mais 
le cas kahlerien correspond a faire e = +oo. 

Theoreme 8.1. Soit S —> C une surface elliptique relativement minimale, 

non kahlerienne, au-dessus d'une courbe C de genre g, de fibre generale 

f, avec fibres multiples Fi, de multiplicites mi. On suppose Pg(S) ^ 0, 

e'est-a-dire g > 0, et on note e Vordre de f dans H2{S,Z). Notons Xd{M) 

le nombre de manieres d'ecrire ci(M) = df + X^ai^i dans ^(S,!*), avec 

0 < ai < mi. Alors, I invariant de Seiberg-Witten de la structure Spin^ 

induite par M = (K + L)/2 est 

sw(M) =  Y, *d(M) J] (_i)i^72y 
0<d<e j=d   {mod e)10<j<2g-2 \     3      / 

La surface S est de type simple et ses classes basiques sont exactement les 

M ci-dessus, dont I'invariant est non nul. 
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Remarque 10. Quand les invariants de S ne sont pas tons mils, on deduit 

que S ne pent admettre de metrique riemannienne a courbure scalaire 

strictement positive. Cela reste vrai pour les eclatements de S (voir la 

demonstration du theoreme 8.2). II semble plausible que ces invariants ne 

s'annulent tous que quand e = 1 et g > 1 (voir les exemples ci-dessous). 

Le theoreme inclut Texemple deja vu des surfaces de Kodaira (cas g = 1 

sans fibre multiple). Un autre cas evident est le suivant. 

Exemple 1. Si e = 1 et g > 1, les invariants sont toujours nuls ; si e = 1 

et 5 = 1, alors sw(M) = xo{M) = #ker(eiZ/miZFi -> fl^Z)). 

Pour mieux saisir la portee du theoreme, il faut comprendre les nombres 

Xrf, ce qui est un probleme topologique tres concret. Pour le faire sentir, 

rappelons la construction C00 de ces surfaces. Par [6, chapitre II, section 

7] (voir en particulier le theoreme 7.8), une telle surface, iS, s'obtient a 

partir d'un produit C x J5, ou E = C/Z2, en faisant des transformations 

logarithmiques sur des releves Zi G C de points & 6 E d'ordre rrii. La surface 

S est non kahlerienne [6, II, theoreme 7.7] si et seulement si Y2izi T^ 0- 

En utilisant la suite exacte de Mayer-Vietoris pour calculer I'homologie des 

recollements, on voit que H2(S,Z) est engendre par Hi(C) ® Hi(E), la 

fibre generale / et les fibres multiples Fj, avec les relations rriiFi = / et 

X^(rai2j)Ft = 0 (cette egalite signifie ^(mffiz^Fi = 0 et J2i(mi^zi)^i = 

0). 

Exemple 2. Dans la situation ci-dessus, s'il y a une seule fibre multiple, 

et si mizi = ai G Z+, avec ai et mi premiers entre eux, alors H2(S,Z) = 

Hi{C) ® Hi(E) © Z/aiZ, avec Fi generateur du Z/aiZ, de meme que / = 

miFi, qui est done d'ordre e = a\.  Regardons le cas ou e = 2, de sorte 



Seiberg-Witten sur une surface non Kahlerienne 193 

que M = 0 ou 1 dans Z/2Z : on calcule a:o(0) = xi(l) = (mi + l)/2 

et xo(l) = a:i(0) = (mi - l)/2 ; si g > 1, on obtient sw(0) = 22^~3 et 

stt;(l) = — 225f~3, tandis que si 5 = 1, on obtient sw(0) = (mi + l)/2 et 

STI/(1) = (mi - l)/2. 

Exemple 3. Toujours dans la situation ci-dessus, avec une seule fibre mul- 

tiple, mais mi = ai — 1 = e — 1, on calcule Xd(nFi) = lsid + n^e — let 

Osi(i + n = e — l;on deduit la formule, si g > 1, 

j=e-l-n    (mod e)0<j<2^-2 \     J     / 

done les invariants ne sont pas triviaux. 

Dans les trois exemples ci-dessus, on voit des cas ou les invariants ne 

peuvent pas prendre la valeur ±1. Par [18], on deduit que les varietes corre- 

spondantes ne sauraient admettre de structure symplectique. En s'appuyant 

sur [19], on obtient le theoreme general suivant. 

Theoreme 8.2. Une surface proprement elliptique a bi impair n'admet pas 

de structure symplectique. 

Preuve. Utilisons les resultats de Taubes [19] (voir aussi [20, (2.3)] qui est 

plus precis) sur la structure des invariants de Seiberg-Witten sur une variete 

symplectique. Si S admet une forme symplectique w, soit K^ le fibre 

canonique associe. Pour la structure Spin^ standard, Pinvariant est ±1. 

Si on considere une structure Spin^ donnee par un fibre AT, de sorte que 

W+ = N © (K-1 ® iV) et L = K-1 <g> AT2, pour laquelle Pinvariant de 

Seiberg-Witten est non nul, alors 

(8.1) 0^]-ci(^)<M-ci(^), 
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avec egalite a gauche si et seulement si N = 0 et a droite si et seulement si 

N = KW. 

Si S est une surface elliptique a 61 impair, relativement minimale, on a 

vu que les L fournissant des classes basiques s'ecrivent (avec les notations du 

theoreme 8.1) df + ^ aiFi, done sont des classes de torsion. Cela implique 

que [w] - ci(L) = 0 pour tout m. Si S est symplectique, on a done egalite 

partout dans (8.1), ce qui impose N = 0 et K^ = 0. II ne peut done y avoir 

qu'une seule classe basique, avec L = 0. 

En particulier, nous deduisons que la somme des invariants sur toutes les 

classes basiques doit etre ±1. Or, le theoreme 8.1 permet de calculer cette 

somme. On obtient 

£     SW(M) = (llmi)     £    (-l)d(2P;2). 
M basique 0<d<2g-2 ^ ^ 

Si g > 1, cela est toujours nul. Si g = 1, cela ne peut etre egal a ±1 que 

si tous les rrii sont egaux a 1, e'est-a-dire s'il n'y a pas de fibre multiple : 

cela ne se produit que pour les surfaces de Kodaira, qui sont exclues par les 

hypotheses du theoreme, puisque leur dimension de Kodaira est nulle. On 

deduit que S ne saurait etre symplectique. 

Dans le cas non minimal, soit a : S —» S Peclate de S en n points, 

avec courbes exceptionnelles Ei,... ,En. Les classes basiques sur S sont les 

classes CF*LS + X)ei^i? 0^ ^s est une classe basique sur 5, et swg(a*Ls + 

^2 tiEi) = sws(Ls), avec ei = ±1 car S est de type simple (ces resultats sont 

bien connus, mais ils decoulent aussi directement, dans ce cas, de la descrip- 

tion des classes basiques a partir des decompositions du diviseur canonique 

comme diviseur effectif). Si S est symplectique, alors son fibre canonique Kw 

est une classe basique, done il existe LQ classe basique sur S et e* = ±1 tels 

que Kw = <7*Lo + ]£ e^ ; si io ® ATQ est basique sur 5, posons N = a*No, 
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alors Kw ® AT2 est basique sur S ; mais N = ^NQ est de torsion, done il y 

a egalite dans (8.1), ce qui implique iV = 0 et iVb = 0. Ainsi, il n'y a sur 

S qu'une seule classe basique, d'invariant SWS(LQ) = sw^(K^) = ±1, et on 

est ramene a I'argument employe dans le cas minimal. □ 
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