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1. Introduction. 

Le groupe d'isometries Isom(M) d'une variete riemannienne compacte 
M est un groupe de Lie compact. La raison de la compacite de Isom(M) 
est simplement Pequicontinuite des tons ses elements puisqu'ils preservent 
tous une meme distance, celle provenant de la structure riemannienne. 

Mais on peut associer a la variete riemannienne M d'autres groupes de 
transformations preservant une structure sous-jacente, mais moins fine que 
sa structure riemannienne. 

Ainsi on peut considerer les groupes de transformations suivants: 
Conf(M), le groupe conforme de M, i.e., celui des transformations conser- 
vant les angles; Affin(M), le groupe des transformations affines de M, i.e., 
les transformations conservant la connexion de Levi-Civita, ou de maniere 
equivalente conservant les geodesiques parametrees, et enfin Proj(M), le 
groupe des transformations projectives de M, i.e., celles preservant les 
geodesiques non parametrees. 

A priori, il n'y a pas de raison de penser que ces derniers groupes soient 
compacts. Mais comme on sait que supporter une action d'un groupe non 
compact (preservant une structure geometrique rigide) est une propriete tres 
speciale, on a toujours pense qu'on peut lister et decrire les varietes (rieman- 
niennes compactes) pour lesquelles, Tun des groupes precedents n'est pas 
compact. La premiere formulation de cette idee etait connue sous la forme 
de conjecture de Lichnerowicz, dans le cats du groupe conforme. Sa solution 
est due a [L-F] et [Oba], qui avaient demontre que seules les spheres munies 
de leurs metriques canoniques admettent des groupes de transformations 
conformes non compacts. 

A notre connaissance, le cas du groupe affine n'a pas ete 
systematiquement investi, si ce n'est par un resultat classique, probable- 
ment peu connu, et sans suite, du a K. Yano. Plus recemment, mais motives 
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par des questions de theorie ergodique, plus que par une etude generale du 
groupe affine, R. Zimmer puis R. Feres avaient considere des actions affines 
de certains groupes discrets. Rappelons leurs resultats: 

Theorem 1.1. [Yan] Soit M une variete riemannienne compacte. Alors 
un flot de transformations affines est isometrique. En d'autres termes, on 
a egalite des composantes neutres: Affin0(M) = Isom0(M). 

Theorem 1.2. Soit M une variete riemannienne compacte et T un reseau 
de SL(n,Ii), n > 3, agissant sur M en respectant sa connexion de Levi- 
Civita. Supposons que cette action ne respecte pas de metrique riemanni- 
enne. Supposons que: dimM = n ([Ziml]), ou dimM = n + 1 ([Fer]), alors 
M est un tore plat. 

Les approches de ces deux derniers theoremes sont de nature respective- 
ment analytique (globale) et ergodique. 

Ici, nous proposons un argument geometrique simple, mariant les deux 
precedents points de vue et permettant d'elucider la structure d'une trans- 
formation affine quelconque: 

Theorem 1.3. Soit M une variete riemannienne compacte. Soit M = 
N x R72 la decomposition de de Rham de son revetement universelj ou 
N est sans facteur plat. Soit f une transformation affine de M, i.e., 
un diffeomorphisme affine respectant la connexion de Levi-Civita, et f un 
relevement de f dans M. Alors f = {g^h), ou g est une isometric rieman- 
nienne de N et h est une transformation affine unimodulaire de Rn. 

Ainsi on peut ecrire explicitement Affin(M) = JVor(7ri(M))/7ri(M) 
ou Nor(7ri(M)) est le normalisateur du groupe fondamental 7ri(M) 
dans Isom(N) x .A//m(Rn). Mais ceci cache de formidables difficultes 
algebriques, plus precisement relevant de la theorie des groupes discrets 
des groupe de Lie. Les resultats qui suivent se deduisent de manipu- 
lations de cette theorie, basees sur le theoreme precedent. Le premier 
resultat retrouve et ameliore le Theoreme de Yano, qui equivaut a dire que 
r(M) = Affin(M)/Isom0(M) est un groupe discret. Mais lequel? 

Theorem 1.4. Soit M une variete riemannienne compacte, et soit n la 
dimension du facteur euclidien de son revetement universel. Alors il ex- 
iste un homomorphisme I : Affin(M) —> iSZ, (n, R) (le groupe des ma- 
trices a determinent ±1) dont Vimage est un sous-groupe denombrable de 
SX^n, R).   Le noyau est un groupe compact, contenu dans Isom(M) et 
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contenant Isom0(M), qui coincide ainsi avec Affin0(M). L'image de I 
preserve un sous-groupe denombrable A C Rn. L'adherence de A etant co- 
compact dans Rn et rang(A) < dim(M). 

C'est bien connu, la decomposition de de Rham du revetement universel 
passe mal a la variete quotient. Mais il y a certaines structures qui subsis- 
tent: 

Theorem 1.5. Soit M une variete riemannienne compacte, M = iV x Rn 

la decomposition de de Rham de son revetement universel, ou N est sans 
facteur plat. Le facteur euclidien determine un feuilletage Ci de M, par- 
allele et a feuilles plates. Les adherences des feuilles de Ci determinent un 
feuilletage singulier £, a feuilles compactes plates (done a revetement fini 
pres des tores). Le releve C est defini par I'action isometrique sur M d'un 
groupe abelien L contenant Rn. 

Le groupe Affin(M) preserve C, et Vaction deduite sur Vespace 
metrique M/C est isometrique. 

Le noyau H de Vhomomorphisme Affin(M) —► Isom(M/C) agit 
affinement et fidelement sur les feuilles generiques de C, qui sont toutes 
isometriques a une meme variete plate compacte. 

De plus, il existe un autre sous-feuilletage £2 de C, orthogonale a C\. 
Le groupe Affin(M) preserve et agit isometriquement sur £2- 

Voici maintenant une generalisation du Theoreme de Zimmer et Feres, 
ou la dimension de la variete est doublee: 

Corollaire 1.6. Soit T un reseau de 5L(fe,R) agissant affinement sur une 
variete riemannienne compacte M, avec dimM < 2k. Alors, ou bien a 
indice fini pres I'action est isometrique, ou bien un revetement fini de M 
est affinement diffeomorphe a un produit N xTk. L 'action de T sur N est 
finie, et celle surTk se deduit d'un homomorphisme T —> SL(k, Z); d image 
d'indice fini. En particulier T n'est pas co-compact. 

Dans [Zeg], nous demontrons un resultat analogue ou Ton suppose 
dimM < n + 1, mais pour une connexion qui n'est pas necessairement 
riemannienne, ce qui en fera une generalisation d'un resultat de [Goe]. 

Le resultat suivant ne suppose aucune restriction sur la dimension. 

Corollaire 1.7. 50^ Y un reseau non co-compact d'un groupe de Lie simple 
de rang > 2. Supposons que T agit affinement sur une variete riemannienne 
compacte M. Alors, ou bien I'action est finie, ou bien un revetement fini de 
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M est affinement diffeomorphe a un produit N x Tk, pour un certain entier 
k, oil Tk est le tore affine euclidien de dimension k. L'action de T sur N 
est finie, et celle sur Tfc se deduit dJun homomorphisme T —> SL{k, Z), a 
noyau finie. 

Nous concluons par des exemples et quelques remarques: 

Theorem 1.8. Soit G le sous-groupe de iSrL±(s + n, R) preservant cha- 
cun des facteurs Rn et Rs ainsi que la metrique euclidienne restreinte a ce 
dernier facteur, et preservant egalement un reseau TT de Rs+n, 

G = {A e SL^s + n,R)/i4(7r) = TT, A(Rn) = R71, A(RS) = Rs, et A 
isometrique le long de Rs}. 

Alors il existe une variete riemannienne M de dimension 1 + s + n sur 
laquelle G agit affinement et sHdentifie a Af fin(M)/Af fin0(M). 

Remarque 1. Dans [Fer], il a ete question de connexions (sans torsion) a 
transport parallele borne. C'est equivalent a dire que le groupe d'holonomie 
est relativement compact. Ainsi, en un point fixe, le groupe d'holonomie 
preserve un produit scalaire en ce point. En translatant parallelement, on 
definit de maniere coherente une metrique sur la variete. Par construction 
cette metrique est parallele au sens de la connexion. Par unicite de la con- 
nexion de Levi-Civita, la connexion initiale est la connexion de Levi-Civita 
de la metrique construite. Ainsi une connexion (sans torsion) a transport 
parallele borne est simplement une connexion riemannienne. 

2. Preuve du Theoreme 1.3 

2.1. Decomposition de de Rham. 

Soit M une variete riemannienne. Pour x G M, notons HOIM(X) le 
groupe d'holonomie en x, i.e., le groupe d'isometries de TXM obtenues par 
transport parallele le long de lacets bases en x. Nous notons Hol^ix) le 
groupe d'holonomie restreinte, i.e., en considerant seulement des lacets ho- 
motopes a 0. 

Proposition 2.1 (Scindement de de Rham).    [K-N]. SoitM une variete 
riemannienne compacte.    Alors son revetement universel s'ecrit comme 
un produit riemannien maximal, unique a transposition de facteurs pres, 
M = Mi x ... xMk xRn. 
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La decomposition ainsi definie de TM est caracterisee par le fait d'etre 
la decomposition maximale en sous-fibres paralleles. 

Soit x G M et x = (xi,... , 5^, y) un relevement dans M. Alors le groupe 
d'holonomie restreinte Hol0M{x) s'identifie au produit direct: Hol^ (xi) x 
... x Holjfr (xk)> De plus chaque groupe Holj^X^i) es^ compact et agit irre- 

ductiblement sur T^Mi. 
La decomposition de de Rham determine des feuilletages paralleles de 

M, notes, T\,... ^Fk et £ (pour le feuilletage defini par le facteur eucli- 
dien). Les groupes d'holonomies restreintes feuilletes en x seront notes: 
Hol%(x),... , Hol0k(x). On a done Hol0M(x) = Hol^x) x ... x Hol0k(x). 

2.2. Debut de la preuve. 

Soit / : M —> M un diffeomorphisme affine et / : M —* M un relevement 
de / au revetement universel. Vu sa caracterisation si ci-dessus, / induit une 
permutation de la decomposition de de Rham, en particulier quitte a passer 
a une puissance de /, on peut supposer que / respecte cette decomposition. 
De plus, pour x € M et y — fx, la derivee dxf : TXM —> TyM etablit 
une conjugaison entre HolQ

M{x) et Hol0M(y), et par consequent egalement 
entre les facteurs Holi(x) et Holi(y). Soit TXy : TyM —> TXM un transport 
parallele identifiant TyM et TXM. Alors dxfTxy : TXM —> TXM est une 
application lineaire de T^M, normalisant Hol\1{x)^ ainsi que chaque facteur 
Hol^x). 

Lemme 2.2. SoitK un sous-groupe compact de 0(m) agissant irreductiblement 
sur Rm et soit A un element de Gl{m, R) normalisant K. Alors: A = \B, 
ou A G R et B G O(n). En particulier si detA = ±1, alors A G O(m). 

Preuve. Soit g la transforme par A de la metrique euclidienne. Elle est 
invariante par le groupe K, car ce dernier est normalise par A. La metrique 
g s'obtient a partir de la metrique euclidienne via une matrice symetrique 
B. Les espaces propres de B seront invariants par K. Par irreductibilite, 
B admet une seule valeur propre. En d'autres termes g est multiple de la 
metrique euclidienne. A 

Corollaire 2.3. dxf etablit une homothetie d'un rapport Xi(x) entre TxTi 
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2.3. Formes volumes et courbure. 

AfRrmation Soit u^ la forme volume du feuilletage Fi. C'est une forme 
parallele. II existe une constante Xi telle que f*uji = XiUti. 

Preuve. Comme Ui, la forme f*uJi est parallele. Elle est par ailleurs 
evidemment proportionnelle a UJI. Par parallelisme des deux formes, la con- 
stante de proportionnalite est elle meme une fonction parallele, i.e., con- 
stante. A 

On en deduit immediatement: 

Corollaire 2,4. Les fonctions Xi(x) ci-dessus sont eonstantes egales a Xi. 
Autrement dit, dxf etablit une homothetie de rapport Xi entre Tx!Fi et TfxTi. 

Affirmation  On a Xi = ±1. 

Preuve. D'apres ce qui precede, on peut ecrire la restriction de df au sous- 
fibre TFi sous la forme XiBi, ou Bi est un endomorphisme isometrique (i.e., 
conservant la metrique sur les fibres) de TJ^ au dessus de /. 

Soit Ri : TFi x Tft x Tft —> TJ7^ le tenseur courbure du feuilletage 
Fi (rappelons que ce dernier est geodesique). L'invariance de Ri par la 
puissance fn de / se traduit par: pour tous X, Y et Z sections de TX;, on 
a: 

}$nRi(B?X, B?Y)B?Z = X?B?(R{X, Y)Z)) 

Done: 

Ri{B?X, B?Y)B?Z = Ar2^r(i?(X, Y)Z)) 

Or, les endomorphismes Bi sont isometriques, et par suite les puis- 
sance BJ1 sont uniformement bornees. Ainsi le premier membre de Tegalite 
precedente est uniformement (en n) borne. Le second ne le sera que si 
Ri(X, Y)Z — 0 ou Xi = ±1. En conclusion si A; n'est pas egale a ±1, alors 
le tenseur courbure Ri est identiquement nul, i.e., les feuilles de ft sont 
plates. Ceci contredit notre choix d'un facteur non euclidien. A 

Fin de la preuve du Theoreme 1.3. Evidemment le fait que A; = 
±1, pour tout i, signifie ■ exactement que / agit isometriquement sur les 
facteurs non euclidiens. La composante euclidienne de / est evidemment 
une transformation affine de Rn. II ne reste de la preuve du Theoreme 1.3 
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que de montrer que cette transformation est unimodulaire. Ceci equivaut 
au fait que / preserve le volume riemannien de M. Ceci se fait comme si 
dessus. Si CJ est la forme volume de M alors f*uj = Au;, pour une constante 
A. Done Vol(f(M)) = \X\Vol(M). Comme / est bijective, A = ±1. La 
preuve de 1.3 est ainsi achevee. o. 

3. Preuve des Theoremes 1.4 et 1.5 . 

La preuve est une variation autour du Theoreme de Bieberbach. En 
effet, le theoreme 1.5 decoule immediatement du Theoreme de Bieberbach 
si les projections du groupe fondamental TTI sur Jsora(Rn) et Isom(N) sont 
discretes. Ceci n'est pas toujours le cas, analysons-nous done la situation. 

3.1. Le Theoreme 1.4 . 

Soit Affin(M) le groupe releve de Affin(M) dans M. Done 
Affin(M) = Af~fin(M)/n. Soit fe Affin{M). D'apres 1.3, f = (g,h), 
avec g e Isom(N) et h € Rn x|5Lll::(n, R). 

Soit I : Affin(M) —> SX^n, R), Thomomorphisme qui a / associe la 
partie lineaire de h. Get homomorphisme ne passe pas a Affin(M). En 
effet si 7 € TTI alors f^y et / correspondent au meme element de Affin(M). 
Mais si 7 = (a,b) e Isom(N) x Isom(Kn) et b = tr e Rn x|0(n), alors 

Kh) = ?(/>. 
Soit done R la projection de TTI sur O(n). II est, ainsi que sa 

cloture algebrique Z, normalises par l(Affin(M)) (car TTI est normalise 
par Affin{M)). 

On a done besoin de definir une variante de Z, un homomorphisme a 
valeurs dans Nor(Z)/Z. Le groupe algebrique Z s'ecrit comme un produit 
presque direct (i.e., qui devient direct dans un revetement fini) Z = K • T, 
ou K est semi-simple est T est un tore algebrique. 

Traitons le facteur semi-simple K. Le quotient Nor(K)/K s'identifie 
naturellement, au moins a indice fini pres, a Cent(K), le centralisateur de 
K. En effet si A normalise K, il y induit un automorphisme qu'on peut 
supposer interne (quitte a passer a une puissance), e'est-a-dire, egal a Ad(k) 
pour un certain k G K. Done Ak~l centralise K. 

II est egalement facile de realiser canoniquement pour un tore algebrique 
T, le quotient Nor(T)/T comme un sous-groupe de S'L:t(n, R) centralisant 
T. 
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En definitive, on a un homomorphisme bien defini: I : Affin(M) —► 
iSfL±(n,R), qui est non trivial sur les transformations non isometriques. 

II est trivial sur Isom0(M) car les elements de ce groupe agissent triv- 
ialement sur TTI. Done ils agissent par conjugaison, trivialement sur Rn. 
En effet e'est le cas de leur action sur la projection de TTI sur /som(Rn) 
qui est un groupe assez large. Plus precisement il existe un groupe A C Rn 

denombrable de rang < dimM, et d'adherence co-compact, qui est normalise 
par Affin(M). Ce ne sera rien d'autre que la projection sur Rn du groupe 
TT construit dans Paffirmation suivante. o 

3.2. Le groupe L. 

On a TTI C Isom(M) = Isom(N)xIsom(Iln) et Js0ra(Rn) = Rn xjO(n). 
Le groupe fondamental TTI est co-compact dans Isom(M). Done egalement 
TYi — TTI n/5om0(M) est co-compact dans la composante neutre Isora0(M), 
qui est egale a Isom0(N) x (Rn x\SO(n)). 

Affirmation II existe un sous-growpe de Lie abelien L2 de Isom(N) tel 
que TTI coupe le sous-groupe abelien L = L2 x Rn en un reseau TT de L: TriflL 
est un reseau de L. De plus la projection de TT sur L2 est dense, et L est 
normalise par TTI : 7L = I/y, pour tout 7 G TT^ . 

Preuve. Soit Nil le nilradical, i.e., le plus grand sous-groupe normal nilpo- 
tent, de Isom0(N). Le nilradical de Isom0(M) est alors Nil x R71. 

Pour etudier la trace de TTJ (OU de TTI, cela revient au meme) sur ce nilrad- 
ical, on dispose d'un theoreme d'Auslander et Wang qui generalise de loin le 
theoreme de Bieberbach [Rag]. Son applicabilite presuppose que le groupe 
de Lie Isom0(M) ne contient pas de sous-groupe semi-simple compact qui 
soit un facteur presque direct (au sens que son action par conjugaison sur 
les autres facteurs soit finie). 

Pour contourner cette difficulte, ecrivons Isom0(N) = K-GoxiKestle 
facteur compact semi-simple et presque direct maximal. Une consequence 
directe de theoreme de Wang et Auslander est qu'alors, la trace de TTJ sur 
K • Nil x Rn est co-compact. En effet il suflfit de tout quotienter par K. 
La projection ainsi obtenue transfer me un reseau en un reseau, car K est 
compact. 

En fait, toujours d'apres le meme type de resultats sur les reseaux de 
groupes de Lie, les memes faits d'intersection co-compacte, sont vrais en 
remplagant le nilradical, par son centre [Rag]. En conclusion, il existe un 
sous-groupe de Lie normal abelien C de Isom0(N) tel que TTI fl (K • C x R71) 
soit co-compact dans K • C x Rn. 
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Comme Pintersection de TTI avec K est fini, on peut s'arranger pour 
qu'elle soit triviale. Done TT = TTI fl (K • C x Rn) s'injecte dans C x Rn et 
est en particulier abelien. La projection de TT sur K est egalement un sous- 
groupe abelien de K, dont on note K', la composante neutre de Tadherence. 
On prendra alors L = K' • C x R/1. II est clair que TTI normalise L. A 

3.3. Fin de la preuve de 1.5. 

Les orbites de L definissent un feuilletage (singulier) C de M, qui passe en 
un feuilletage C de M, car TTI normalise L (1'action de L ne passe pets!). Les 
feuilles de C sont toutes compactes, car elles sont toutes revetues par L/TT. 

Elles sont evidemment invariantes par les feuilletages Ci et £2 determines 
de la meme maniere respectivement a partir des groupes Li = Rn et L2 
(ci-dessus). 

Sur toute feuille de £, ces feuilletages se deduisent par projection, des 
deux feuilletages lineaires definis par Li et L2 sur le tore L/TT. En particulier, 
car par construction TT.LI est dense dans L, les feuilles de C ne sont rien 
d'autre que les adherences des feuilles de C\. 

On avait directement construit C comme orbite d'une action isometrique 
sur M, ce qui en fait un feuilletage riemannien (singulier) par excellence. En 
fait, il est vrai en general que les adherences des feuilles d'un feuilletage rie- 
mannien, determinent un feuilletage, egalement riemannien [Mol]. Toutefois, 
Penonce analogue pour les feuilletages paralleles est faux: les adherences des 
feuilles d'un feuilletages parallele est certes, riemannien, pas necessairement 
parallele. Dans notre cas, les feuilles de C et par suite celles de C sont plates. 
En effet une feuille de C est munie d'une action isometrique transitive d'un 
groupe abelien. Done le fait que C soit parallele contredit la definition de 
Ci (comme facteur euclidien maximal de M) sauf si C = £1. En fait les 
feuilles de C ne sont generalement pas geodesiques (voir la preuve de 1.8). 

On tire directement de 1.3 que Affin(M) respecte C et agit isometri- 
quement sur le quotient M/C. 

Soit / un element de Affin(M) agissant trivialement sur M/£, et / un 
relevement de / dans M. Done pour tout x £ M, f((7Ti.L)x) = (7Ti.L)x. 
En composant avec un element 7 G TTI, on peut supposer que: fLx = Lx, 
\/x G M. Supposons que / agit trivialement sur une feuille Lx, alors / est 
une isometrie. En effet comme dans 1.3, / = (g^h). Si / est triviale sur 
Lx = (L2 x Rn)x, alors necessairement la composante h est triviale. 

Pour un feuilletage singulier £, une isometrie / qui le respecte, et qui est 
triviale sur Pespace quotient ainsi que sur une feuille generique, est triviale (il 
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suffit de remarquer que / agit trivialement sur les geodesiques orthogonales 
a cette feuille). o 

4.   Preuves de 1.6, 1.7 et 1.8 . 

4.1. Preuve du Corollaire 1.6. 

Soit F C SL(k, R) un reseau agissant sur M, avec dimM < 2k. Ecrivons 
comme ci-dessus: M = N x Rn. On a done au moins Tune des deux 
possibilites: n < fc, ou dimN < k. 

Supposons n < k. D'apres 1.4, on a une representation I : Affin(M) —> 
S,L(n, R). D'apres le Theoreme de supper-rigidite de Marguilis (voir [Zim2]), 
la restriction de I a T est fini (car n < k). Done d'apres 1.4, a indice fini 
pres, F est contenue dans IsomP{M). 

Supposons maintenant que k < n. Un theoreme de Marguilis [Zim3] af- 
firme alors que tout homomorphisme de Y dans un groupe compact agissant 
sur une variete de dimension < n est fini. Ainsi a indice fini pres, F est 
contenu dans le noyau H de rhomomorphisme de 1.5. 

Une petite manipulation permet de transformer Faction de F sur une 
feuille de £, a la situation suivante. Le groupe F agit sur Rs x Rn en 
respectant chacun des facteurs, ainsi que la metrique sur Rs et de plus en 
preservant un reseau TT. Comme s < k, par le meme Theoreme de Marguilis, 
a indice fini pres Faction de F sur Rs est trivial. 

Appliquons le Theoreme de supper-rigidite de Marguilis [Zim2]. La re- 
presentation de F dans 5L(n, R) est la restriction d'une represention 0' : 
SL(kJ R) —> SL(n, R) (on a ici exclu le cas ou Faction de F est isometrique, 
done la representation de F dans SL(n, R) n'est pas bornee). Quitte a 
conjuguer par un element de SL{n, R), on peut supposer que eft est de la 
forme: ^'{A) = (1,^(A)) ou 1 est Fidentite dans Rn-d et i : 5L(fc,R) -* 
SL(d, R) est une representation sans vecteur (globalement) fixe. Ainsi A G F 
agit sur Rs x Rn = Rs+"-d x Rd par (a, b) -> (a, (f>(A)b). L'observation cle 
est: 

(a, b) e TT =» (0, <l>(A)b - b) E TT 

Comme d < 2n, la representation (j) est a automorphisme de SL(k, R) 
pres, la representation canonique (i.e., Fidentite) de SX(A;, R). Toutefois, 
pour pouvoir appliquer le meme argument a la section suivante, dans le 
reste de la preuve, on n'utilisera ce fait que pour en deduire Fegalite: d = k. 



Le Groupe Affine d'une Variete Riemannienne Compacte 209 

Le corollaire 1.6 qu'on est en train de demontrer equivaut au fait que 
le scindement Rs+n-d x Rd induit un scindement de TT. Ceci equivaut a 
son tour au fait que la projection TT

7
 de TT sur Rd, ainsi que Pintersection 

TT" = TT PI Rd, sont des reseaux (discrets) de Rrf. L'observation ci dessus 
donne: 

AGr=^((/)(A)-l)(7r,)C7r,/ 

En particulier, (0(A) — l)(7r/) est discret. 
Pour montrer que TT' est un reseau, il suffit de montrer qu'il est discret. 

Supposons qu'il ne Test pas. Soit V la composante neutre de la fermeture 
de TT'. Done TT' fl V est dense dans V. Evidemment, V est invariant par 0. 
Done, pour A E F, (<^(>1) — l)(7r/ fl V) est un sous-groupe discret de V. Par 
densite de TT' fl V dans V, ceci entraine que 0(A) est trivial sur V. Ainsi 
1'adionde 0 est triviale sur V, ce qui contredit notre definition ci-dessus de 

Supposons maintenant que TT" n'est pas un reseau de Rrf et notons V 
son enveloppe lineaire. D'apres ce qui precede, (0(A) — l)(Rd) C V, pour 
tout A G F. Ceci s'etend a tous les elements A G 5L(fc,R) (par densite 
algebrique de F dans SX(&;,R)). Ainsi la representation quotient de 0 sur 
R^/y est triviale. Mais une representation sans vecteur fixe, d'un groupe 
de Lie semi-simple n'admet pas de facteur trivial. En conclusion, TT" est un 
reseau de Rd. o 

4.2. Preuve de 1.7. 

La preuve est exactement la meme que ci-dessus, sachant que toujours 
d'apres Marguilis (voir [Zim3]), tout homomorphisme d'un reseau non co- 
compact de rang superieur dans un groupe compact, est fini. En d'autres 
termes, il n'y a pas de restriction de dimension dans le cas non co-compact, 
o. 

4.3. Preuve du Theoreme 1.8. 

Considerons le reseau Z x TT de R1+s+n. L'idee est de tordre la 
metrique euclidienne sur ce dernier espace vectoriel pour ainsi briser cer- 
taines symetries, de telle fagon que le facteur euclidien dans la decomposition 
de de Rham de la nouvelle metrique soit Rn. Munissons R x Rs x R71 des 
coordonnees (£, #, j/), et d'une metrique de la forme: g — dt2 + f(t)dx2 + dy2, 
avec / une fonction sur R de periode exactement 1. Ainsi cette metrique 
est invariante par les translations entieres le long de I'axe des t. Le groupe 
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d'isometries de g est Z x /som(Rs"fn), agissant naturellement. Le facteur 
euclidien dans la decomposition de de Rham est simplement R71. Pour le 
voir, remarquons par exemple que Pintroduction de la fonction / a per- 
mis de briser le caractere geodesique des orbites de Rs et le caractere 
isometrique du flot de d/dt. On prendra pour variete riemannienne M, 
le tore R1+s+n/Z x TT, muni de la metrique quotient. On verifie directement 
que Affin(M) = Ts+n x|G. o 
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