COMMUNICATIONS IN
ANALYSIS AND GEOMETRY
Volume 4, Number 2, 285-331, 1996

Surfaces convexes dans des espaces lorentziens a
courbure constante

JEAN-MARC SCHLENKER

Résumé

Nous étudions les immersions isométriques de surfaces a courbure K <
K dans des espaces lorentziens de dimension 3 & courbure constante,
et en particulier les dégénérescences de suites de telles immersions.
Nous en déduisons des résultats d’existence et d’unicité d’immersions
isométriques de surfaces compactes dans l’espace de Sitter, ainsi que
des résultats d’existence quand les surfaces sont seulement complétes.

Abstract

We study isometric immersions of surfaces with curvature K < Kj in
3-dimensionnal Lorentz spaces with constant curvature Ky, and more
specifically degeneracies of sequences of such immersions. Then we use
those results to prove existence and unicity for some isometric immer-
sions of compact surfaces in the de Sitter space, as well as existence
results for complete surfaces.

1. Introduction et résultats.

Soit (X,0) une surface munie d’une métrique & courbure K < Kj et
(M, ) un espace lorentzien de dimension 3 & courbure constante égale a
K. Nous allons étudier les immersions isométriques de (X, 0) dans (M, p).

Ce probléme d’immersion isométrique est dit “uniformément elliptique”,
car opérateur différentiel qui décrit I'immersion I’est. La courbure ex-
trinséque de I'immersion (qui peut se calculer & partir des courbures sec-
tionnelles de ¥ et M par la formule de Gauss) est uniformément positive, et
la surface immergée est localement convexe. Voir [Gro86] pour de nombreux
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résultats concernant les immersions isométriques dans des espaces rieman-
niens et pseudo-riemanniens.

Le cas ou la variété M est riemannienne et non lorentzienne a été étudié
en détail, d’abord par Pogorelov (cf. [Pog73]) et Nirenberg (cf. [Nir53]).
Plus tard, M. Gromov (cf. [Gro85]) a mis a point une méthode basée sur
les “courbes pseudo-holomorphes” particulierement efficace pour résoudre
certains problémes elliptiques sur des surfaces. On pourra trouver dans [Pan]
un exposé tres lisible de certains aspects de cette méthode. L’utilisation des
courbes pseudo-holomorphes a permis & F. Labourie (cf. [Lab89] [Lab87] et
surtout [Lab94]) de simplifier considérablement et de généraliser les résultats
antérieurs concernant les immersions isométriques convexes dans les espaces
M riemanniens. Dans le cas ou M est ’espace de Minkowski de dimension
3, les immersions isométriques de surfaces compactes de type espace sont
impossibles, mais d’intéressants résultats existent quand méme, voir part
exemple [SG85], [SokT79].

Nous allons commencer par donner quelques exemples typiques de
dégénérescences de suites d’immersions uniformément elliptiques dans des
espaces lorentziens & courbure constante. Puis nous verrons comment, malgré
P’absence de compacité du probléme, on peut encore appliquer des méthodes
de courbes pseudo-holomorphes quand l’espace M est & courbure con-
stante ; nous nous concentrerons sur le cas ou M est 1’espace lorentzien
simplement connexe & courbure constante 1, S?. Cet espace peut s’obtenir
comme une “pseudo-sphére” dans l’espace de Minkowski de dimension 4,
soit {z € R} | (z|z) = 1}, muni de la métrique induite par celle de Rf.
Cf. [O’N83] pour la géométrie lorentzienne, et [CM62] pour les principales
propriété de S}, etc...

En particulier, il existe une “dualité” entre S? et H®, qui permet
d’associer & un 2-plan de S un point de H3 et & un 2-plan de H3 un point
de S} (en passant par 'opération qui & un 2-plan de Rii associe son 2-plan
orthogonal). Ainsi, on associe & une immersion elliptique d’une surface dans
H? une immersion elliptique de la méme surface dans S$, et réciproquement.
De plus, la premiére forme fondamentale (c’est & dire la métrique induite) de
chacune de ces immersions est la troisieme forme fondamentale de l'autre.
Cette dualité ne sera pas utilisée ici (sauf pour le lemme 5.6, oul on peut
facilement s’en passer) mais est importante pour comprendre le probléme;
consulter [RH93] pour plus de détails sur ce sujet.

Nous allons trouver des similitudes avec le cas riemannien, mais aus-
si des différences importantes. En particulier, des dégénérescences de
suites d’immersions uniformément elliptiques de surfaces compactes peu-
vent se produire. Il existe encore un résultat décrivant les limites sans
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dégénérescences de suites d’immersions dans un espace lorentzien simple-
ment connexe a courbure constante M:

Théoréme 5.5. Soit ¢, : D — M une suite d’immersions de type es-
pace uniformément elliptiques du disque telles que (¢*go)necn converge C®
vers une métrique goo et que la suite des courbures moyennes H, soit (uni-
formément) d’intégrale majorée, et soit (zn)nen telle que (z,,) et (51dn(zn))
convergent. Alors il eziste une suite extraite de ¢, qui converge C™ vers une
immersion isométrique.

Mais il faut aussi un résultat décrivant les dégénérescences; c’est le:

Théoréme 5.6. Soit (fn)nen : D = M une suite d’immersions de type
espace uniformément elliptiques du disque, telle que (fgo)nen converge C®
vers goo. S0it (Tn)neN une suite convergeant vers Too telle que (j'fn(zy))
converge, mais sans que (f,) converge C® au voisinage de Too. Alors il existe
une suite extraite de (fn)nen, qu’on notera encore (fn)nen, une géodésique
mazimale v D T de (D,goo) €t un segment géodésique I' de M, tels que
(faly) converge vers une isométrie sur I'.

Ce phénomeéne “empéche” certaines surfaces d’admettre une immersion
isométrique dans S3. On va démontrer en particulier un énoncé proposé par
C. D. Hodgson et I. Rivin dans [RH93] (voir aussi [Riv86]) concernant les
immersions de sphéres:

Théoréme 7.3. Soit o une métriqgue sur S?, z9 € S%,yo € S, et soit
I € Isom(Ty, 5%, TyyS3); alors (S%,0) admet un plongement isométrique f
uniformément elliptique dans S3, telle que que j' f(zo) = I, si et seulement
st

o (S2,0) n'admet pas de géodésique fermée de longueur L < 27;
e la courbure de (S2,0) vérifie partout K < 1.
1l existe alors exactement deuz tels plongements distincts.

Ce résultat est lié au théoreme d’Andreev et aux résultats de Hodgson
et Rivin sur les poly&dres convexes de H3 (cf. [Riv86, RH93]) dont il peut
se voir comme une version lisse. En effet, la dualité qui existe entre H3 et
S montre que 1’étude des immersions isométriques elliptiques de surfaces
dans S} correspond & ’étude des immersions de surfaces convexes dans H?
& troisieme forme fondamentale donnée ; quand on remplace les surfaces
par des polyédres, on constate que les polyedres convexes de S7 4 métrique
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(longueur des cotés) donnée correspondent aux polyédres convexes & angles
diedraux donnés dans H3, d’ot1 Ia relation au théoréme d’Andreev [And70] ;
on pourra consulter [Riv86] ou [RH93] pour ces questions. Ainsi, le théoréme
7.3 peut se formuler en disant qu’une métrique & sur la spheére S2 est la
troisiéme forme fondamentale d’une immersion dans H?3 si et seulement si
sa courbure est strictement majorée par 1 et si elle n’admet pas de géodésique
fermée de longueur inférieure & 2.

Au passage, la démonstration de ce théoréme nous ménera & des résultats
un peu en marge des autres (cf. la section 7 pour les définitions). Le premier
est le :

Théoréme 7.4. Soit ¢ : VF — ST une immersion elliptique de type espace
d’une variété compléte dans ST, n > k > 1. Alors la courbure sectionnelle
de (V,¢*go) est partout inférieure strictement a 1 (quand k > 2), et on a:
Volp (V') > Voly,(S*, can).

mais on peut aussi donner un résultat de non-existence d’immersions
isométriques en codimension 1 sous des hypothéses de courbure de Ricci :

Théoréme 7.5. Soit (V™,v) une variété riemannienne (conneze) de dimen-
sion n (éventuellement d bord, ouverte,etc...) & courbure de Ricci vérifiant :

(1.1) Vv €V, Vz € TV, Ric(z,z) < (n— 1)v(z,2)

Supposons que (V,v) admet une géodésique fermée de longueur L < 2.

Alors (V,v) n’admet pas d’immersion isométrique dans SI.

L’interét principal de ces deux résultat est qu’on peut espérer qu’ils se
généralisent au cas de certaines espaces lorentziens & courbure variable.

Ensuite, I'utilisation des résultats concernant les surfaces compactes nous
permettra de passer au cas de surfaces complétes et d’obtenir le:

Théoréme 8.5. Soit (2, w) une surface riemannienne compléte telle que:
1. Q admet un plongement régulier dans S?;
2. K(w) <1 —¢€ pour un certain € > 0;
3. (Q,w) n’admet pas de géodésique fermée de longueur L < 27 + ¢;

4. la borne inférieure des longueurs des courbes fermées non homotopes
¢ 0 de (,w) est strictement supérieure ¢ 27.
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Alors (Q,w) admet au moins deuz immersions isométriques elliptiques dans
53 ayant un 1-jet donné en un point donné.

Enfin nous finirons par une sorte de réciproque a ce résultat, qui montre
que les hypotheses faites ne sont pas déplacées:

Théoréme 8.6. Soit (S,0) une surface compléte, dans laquelle il existe une
courbe fermée non homotopiquement triviale de longueur inférieure stricte-
ment & 2. Alors (S, o) n'admet pas d’immersion isométrique elliptiqgue dans

s3.

Il est clair que la seule surface compacte admettant une immersion de
type espace dans S} est S%; en effet, S3 peut s’écrire sous la forme S x R avec
la métrique ch(r)2cangz: —dr?, r étant la coordonnée sur R, et donc toute sur-
face S immergée de type espace est un graphe (de pente majorée par ch(r))
au-dessus de S2; si S est compacte et connexe, S est donc difféomorphe 3
S2. Nous nous limiterons donc, chaque fois qu’on aura affaire & une surface
compacte de type espace immergée dans S, & considérer le cas de S2. Le
méme raisonnement nous montre d’ailleurs qu’une surface compacte connexe
de type espace immergée dans S est toujours plongée.

Il faut enfin remarquer que les démonstrations d’existences d’immersions
isométriques présentées ici sont essentiellement C'*° 4 cause de I'utilisation de
résultats sur les courbes pseudo-holomorphes, qui sont énoncés dans ce cadre.
Par contre, les énoncés de non-existence sont valable dans un cadre moins
régulier. Il n’est pas évident (contrairement au cas ou l'espace ol se fait
Pimmersion est riemannien) d’en déduire des résultats dans des catégories
moins réguliéres par approximation. Par contre, les résultats polyeédraux de
[RH93] laissent supposer que des résultat moins régulier sont peut-étre vrais.

Les résultats présentés ont été obtenus sous la direction de Francois
Labourie; il a une grande part dans les idées nouvelles qu’on pourra trouver
ici. Je tiens aussi a remercier 1. Rivin pour les intéressantes remarques qu’il
m’a communiquées.
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2 Exemples de dégénérescences

Dans le cas ou l’espace ol se font les immersions est riemannien et non lorentzien, les
dégénérescences de suites d’'immersions isométriques uniformément elliptiques sont bien
comprises (cf. [Lab87]). Deux phénomeénes sont remarquables : d’une part, méme quand
une suite d’immersions isométriques (convergeant en un point) ne converge pas C'>,
elle admet une sous-suite qui converge C°. En effet, la métrique riemannienne assure
que I'image d’un compact par I'immersion reste dans un compact.

D’autre part, Frangois Labourie [Lab87] a montré qu'il ne pouvait pas exister de
dégénérescence de suites d’immersions uniformément elliptique d’une surface compacte.

Nous allons montrer par ’étude de deux exemples simples que la situation corre-
spondant 3 un espace “cible” lorentzien est plus complexe.

Commengons par étudier une suite d’immersions du disque dans R}. On peut partir
d’une immersion “symétrique” du disque comme ci-dessous : '

Figure 1.a

Augmentons maintenant l'une des courbures principales tout en diminuant ’autre
(en gardant le produit constant pour satisfaire & la formule de Gauss). La surface
immergée se déforme de la fagon suivante :

Figure 1.b
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Si on méne ce processus jusqu'a son terme, on voit apparaitre a la limite
une surface qui est ’intersection suivant une géodésique de type espace de
deux surfaces totalement géodésiques tangentes au cone de lumiere :

Figure 1.c

On constate dans cet exemple qu'on a pas de convergence C° : en effet,
a ’exception des images réciproques de la géodésique de pli, tous les points
du disque sont envoyés par la limite & ’infini. Ceci correspond 4 la proximité
des plans tangents & 'image des immersions et du céne de lumiére de R3.

Par ailleurs, on peut avoir dégénérescence de suites d’immersions uni-
formément elliptiques de surfaces compactes. Ce phenomeéne apparait dans
53 (qui est essentiellement le seul espace lorentzien & courbure constante
dans lequel on peut faire des immersions elliptiques de surfaces compactes)
mais nous allons ’aborder par I'intermédiaire de H3, en utilisant la dualité
entre H? et S qu’on a rappelée dans I'introduction.

Considérons donc la suite de surfaces obtenues de la fagon suivante :
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K=1

1

Figure 2.a

On a joint deux morceaux de sphére (de courbure 1) par un “cylindre”
hyperbolique de courbure —1/2 dont on peut faire tendre la longueur vers
Pinfini. Comme ces surfaces sont & courbure K > —1, elles admettent des im-
mersions isométriques elliptiques dans H?2, dont on peut exiger par exemple
qu’elles soient symétriques par rapport & un point fixé de H3.

Un point intéressant est qu’on vérifie facilement (en utilisant les
symétries de ce modeles ainsi que les bornes d’aire) que les troisiémes formes
fondamentales de ces immersions convergent vers une métrique du type suiv-
ant :

K=1/2 K=1/2

Figure 2.b

Par contre, comme les deux “spheres” de la surface de la figure 2.a ten-
dent vers 'infini dans H?3, les images des immersions par la dualité de H?
dans S} dégénérent dans S3. On peut vérifier que, dans cet exemple, la
dégénérescence se produit le long de I’ “équateur” de longueur 27 dans la
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figure 2.b ; nous montrerons dans la suite de ce chapitre que ce phénomeéne
est général, et que toutes les dégénérescences ressemblent & celle ci.

3. Courbes pseudo-holomorphes.

Les outils qu’on va présenter ici ont été développés par M. Gromov
(cf. [Gro85]) pour étudier les problémes hyperboliques sur les surfaces. Ils
sont valables dans un cadre beaucoup plus général que celui ou nous al-
lons utiliser, et nous ne ferons appel qu’a certaines de leurs intéressantes
propriétés. Mais nous allons rappeler de fagon assez compléte, dans cette
section, la démonstration des énoncés que nous utiliserons car nous sommes
dans un cadre légerement différent de celui ou ils sont d’habitude présentés,
en particulier en ce qui concerne les arguments de compacité : nous allons
utiliser des objets équivariants dans des espaces non compacts.

Commencons par rappeler quelques définitions classiques:

Définition 3.1. Une structure presque-complexe sur une variété V est un
automorphisme de fibrés vectoriels J : TV — TV tel que J? = —I. J sera
dite calibrée par une 1-forme g si

Vz € TV, dB(z,Jz) >0

Si V est munie d’une structure riemannienne dont la restriction & P est
J-hermitienne, on dira que J est e-calibrée (e > 0) par 3 si

Vz € TV, df(z, Jz) > €||z||?

et si de plus
1
¥z € TV, () < - o]

Si P est une une distribution de p-plans, on dira que 3 calibre J respec-
tivement & P si J(P) C P et si les identités ci-dessus sont vraies lorsque
z € P.

Les variétés presque complexes sont donc des généralisations immédiates
des variété complexes: on n’exige pas de condition d’intégrabilité de J. La
calibration peut étre vue comme une généralisation de la 1-forme de Liouville
d’une forme de Kéhler.

Introduisons les courbes pseudo-holomorphes de M. Gromov (cf.
[Gro85]):
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Définition 3.2. Soit (V, J) une variété munie d’une structure presque com-
plexe et (S, J') une surface de Riemann, c’est & dire une surface munie d’une
structure complexe. Une application ¢ de S dans V est pseudo-holomorphe
si

Vv € TS, ¢s(J'v) = J (¢« (v))

Elles correspondent aux courbes holomorphes quand la variété d’arrivée
est complexe et non pas seulement presque complexe. Le miracle qui les
rend utiles est que beaucoup des propriété des courbes holomorphes, et en
particulier leur régularité, sont préservées; la reconnaissance de ce fait fon-
damental est due & M. Gromov, qui l’a utilisé en particulier pour montrer
un résultat de dégénérescence de courbes pseudo-holomorphes (cf. [Gro85]).

En associant a un probléme elliptique une structure presque complexe sur
un espace bien choisi, de maniére & ce que les solutions correspondent & des
courbes pseudo-holomorphes, on peut au moins dans certains cas obtenir
des résultats par des méthodes géométriques; voir [Gro85] pour d’autres
exemples que celui présenté ici.

Nous donnons ici une version “équivariante” du “lemme de Schwarz” de
Gromov; I'introduction d’une action de groupe va nous permettre d’utiliser le
“gros” groupe d’isométries de S3 pour compenser son absence de compacité.

Lemme de Schwarz. Soit G un groupe de Lie et E — F un G-fibré prin-
cipal sur une variété compacte, muni:

e d’une distribution de p-plans V C TE

e d’une structure presque-compleze J définie sur V (donc d valeurs dans
V)

e d’une métrique u dont la restriction a V est J-hermitienne

ces trois objets étant invariants par action de G. Soit ¢ une fonction
pseudo-holomorphe de D, le disque unité de C, dans une région e-calibrée
de E (¢ est donc telle que pour z € D, ¢(TyD) C V). Alors les dérivées de
¢ en 0 sont majorées a priori.

Pour démontrer ce lemme, nous allons suivre la méthode de P. Pansu
dans [Pan], et en particulier utiliser trois propositions qui sont proches de
certaines de celles qui se trouvent dans ’article cité. La premiére permet
de se ramener 3 la recherche d’inégalités isopérimétriques (elle provient
intégralement et presque mot pour mot de [Pan)]):
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Proposition 3.3. Soit (S, o) une surface riemannienne, r >0, etI : R, —
Ry son “profil isopérimétrique”, c’est a dire que

Vr € Ry,I(r) =sup{s € R+ |VQ C S, (Aire(Q) > r) = (L(OR) > 5)}
Supposons que I soit tel que:

1. au voisinage de 0, I est au moins euclidienne, plus précisément

4ma

I(e)’ < 1+ €(a)

avec

2. au voisinage de Uinfini, I est strictement mieuz que euclidienne, plus
précisément

/oo I(a)"2da < 00

Alors pour toute immersion conforme f : D — S du disque unité dans S,
on a

[f(0) < C()

ot C est une constante ne dépendant que de I.

Démonstration. (Cf. [Gro85] ou [Pan]) Notons a(r) = Aire(f(D,)), ot D, =
{z € C| |z| £}, et ¢ une primitive de I=2. On a alors

/ _ 2 __1__ N2 I(a(r))2
do)= [ Wz ie

2nr

et donc par intégration, si s < t,

4mip(a(t)) — log(nt?) > 4mp(a(s)) — log(ms®)

Mais d’aprés ’hypothese (1),
a a a
/ I(u)2du > du +/ e(u)iiy—-
1 1

1 4mu 47ty

/Oe(a)iiaE < oo

et puisque
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on voit qu’on peut ajouter une constante & 1 pour avoir

gi_r)% 4mip(a) — log(a) =0

On a alors
log [f'(0)| = lim log a(s) = lim[4nip(a(t)) — log(mt?))]
s—0 ms2 t—0
donc
log|f'(0)] < lim[4m3p(a(t)) — log(mt*)] < 4m3h(c0)
d’ott le résultat d’aprés I’hypothese (2). O

Il nous suffit donc, pour montrer le lemme 2.2.3, de trouver deux
inégalités isopérimétriques. D’abord, pour a petit, on utilise une majoration
de la courbure des surfaces pseudo-holomorphes dans E (cf. encore [Gro85]
ou [Pan]):

Proposition 3.4. Dans la situation du lemme 2.2.3, la courbure moyenne
d’une surface pseudo-holomorphe S dans E est majorée par une constante.
La courbure (intrinséque) de S pour ws est aussi donc majorée par une
constante.

Démonstration. (provenant encore de [Pan]) On peut sans difficulté comp-
léter J et p en une structure presque complexe et en une métrique J-
hermitienne toutes deux G-invariante sur E tout entier. On a alors la formule
suivante pour la courbure moyenne d’une surface pseudo-holomorphe dans
E:
H= tr(gJ )l S

et comme H ne dépend donc que des dérivées (premiéres) de J, on a par
compacité de F/G et par invariance de J par laction de G que H est
uniformément majorée. Mais on en déduit alors grace a la formule de Gauss
et & la majoration de la courbure sectionnelle K de F (qui provient encore
de la compacité de E/G et de l'invariance de p par P’action de G) que la
courbure k de S vérifie:

k< K+ %|H|2 < Const
O

Utilisons maintenant ’hypothése de calibration pour trouver une autre
inégalité isopérimétrique, utile cette fois quand a — oo:
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Proposition 3.5. Dans la situation du lemme 2.2.8, soit S une courbe
pseudo-holomorphe dans E, Q un domaine de S inclus dans une région
e-calibrée de E et Q) son bord. On a alors:

Aire(Q) < e 2L(69)

Démonstration. Comme f3j5 e-calibre une région de S contenant (2, on a:

Aire(2) < 6_1/ g = e'l/ B < e21(69)
Q on

Démonstration. (du lemme 2.2.3) On a trouvé les deux inégalités isopérimé-
triques nécessaires pour obtenir, d’apres la proposition 2.4, une majoration
de la dérivée premiére de ¢ vue comme application conforme de D dans
(S, u|TS), c’est & dire comme application pseudo-holomorphe de (D, Jy) (Jo
étant la structure presque complexe naturelle de D) dans (S, J). Il reste a
remarquer qu’il existe une structure presque complexe naturelle sur ’espace
des 1-jets d’immersions de D dans E, qui rend pseudo-holomorphes les 1-
jets des immersions pseudo-holomorphes; on obtient donc une majoration
de la dérivée seconde de ¢ en 0, etc ... Le lecteur curieux pourra pour cela
consulter [Gro85] ou [Pan). O

11 nous reste & rappeler deux lemmes techniques provenant de [Lab89],
qui précisent le comportement & la limite de suites d’immersions pseudo-
holomorphes dans une variété presque complexe.

Notons pour cela F une variété, Go(E) la grassmannienne de ses 2-plans;
si f: D = E est une immersion, notons f : D = G5(E) l'application na-
turelle déduite. Supposons E munie d’une suite J, de structures presque
complexe convergeant C™ vers Jo, et d’une suite p, de métriques Jp-
hermitiennes convergeant C*° vers po. On a alors le résultat de non-
dégénérescence suivant, extrait sans modification de [Lab89], qui contient
en plus sa démonstration:

Proposition 3.6. Soit (fn)nen une suite d’immersions Jy,-pseudo-holo-
morphes de D dans (E, J,), convergeant C® sur les compacts vers foo non
constante, telle que (f,)nen converge. Alors foo est une immersion.
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En termes simples, ceci signifie que le fait que les f, soient pseudo-
holomorphes suffit pour assurer que, si ils admettent une limite en tant
qu’applications & valeurs dans la grassmannienne des 2-plans, alors cette
limite est soit complétement dégénérée (la limite des f, étant constante)
soit au contraire partout réguliére (la limite des f, est une immersion).
Continuons avec un lemme de [Lab89] concernant le comportement & la
limite d’une suite d’immersions pseudo-holomorphes du disque :

Proposition 3.7. Si laire des fn(D) est uniformément bornée, alors
foo(OD) est inclus dans la limite de Hausdorff des f,(0D).

La démonstration de cette proposition qui se trouve dans [Lab89] reste
valable ici, bien qu’on se trouve dans un cas un peu différent.

Enfin voici un dernier lemme tiré mot pour mot de [Lab89] (qui le
présente comme un résultat de [Gro85]) :

Proposition 3.8. Soit # : F — E un fibré muni d’une connezion sur
une variété presque-complexe E, et dont la fibre est kdhlerienne. On munit
I’espace total de la structure presque-compleze induite. Soit (hy) une suite
d’applications pseudo-holomorphe de D dans F telles que:

1. (m o hy) converge;
2. les hy(D) sont inclus dans un compact K;

3. K posséde un voisinage U dont l’intersection avec chaque fibre est de
H? de nul.

Alors les dérivées des hy, sont majorées & priori.

Cet énoncé nous permettra d’éviter les problémes dus & ’apparition pos-
sible de singularités sur les limites de suites de courbes pseudo-holomorphes
convergentes. Sa démonstration est d’ailleurs une conséquence assez facile de
ce qui précede : la calibration correspond & la 1-forme de Kahler (avec la con-
dition topologique) et la compacité permet d’utiliser le lemme de Schwarz,
la version équivariante n’étant d’ailleurs pas nécessaire.

4. Structure presque complexe.
Nous allons voir comment utiliser les outils de la section précédente pour

étudier les immersions elliptiques de surfaces dans un espace lorentzien M
de dimension 3 simplement connexe & courbure sectionnelle constante (cette
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hypothése n’est pas absolument indispensable, mais c’est ce cas qui nous
sera utile dans la suite). L’essentiel de cette section est similaire & ce qu’on
peut trouver dans [Lab89].

Nous allons commencer par introduire des notations concernant les es-
paces qui nous seront utiles par la suite:

Définition 4.1. On choisit une surface riemannienne compacte (avec ou
sans bord) (S, o) et on notera F le fibré Isom(T'S, T M) au-dessus de S x M.

On remarquera que le groupe Isom(M) agit de maniére naturelle sur
E, et que comme cette action est transitive sur les 2-plans de TM de type
espace, F//Isom(M) est homéomorphe & S. On est donc dans la situation du
lemme de Schwarz sous la forme énoncée plus haut.

Précisons maintenant la structure de E en suivant [Lab89] ou [Lab94]:

Proposition 4.2. En tout point g : TsS — T,, M de E, on peut écrire de
maniere canonique: TyE ~ TsS X Ty M X Ty M.

Démonstration. (cf. [Lab89]) Il suffit de remarquer que si on se donne g =
(s,m,u) € S x M x Isom(TsS, T, M), alors on peut construire simplement
un difffomorphisme d’un voisinage de (s,m,e) € S x M x SO(2,1) sur
un voisinage de g dans E, en utilisant 1'action naturelle de SO(2,1) sur
Ty M ~ R3 et en envoyant (s',m/,a) € S x M x SO(2,1) sur

g, : TSIS — Ty M

= (M 0caouolly)(z)
ol H’m”' désigne le transport paralléle le long des géodésiques de longueur
minimimale de m & m’ dans M et de s & s’ dans S. Puis on vérifie
qu’en passant aux espaces tangents, on a bien I'identification annoncée car
TmM = TeSO(2,1) (I identification peut se faire en passant par les “pro-
duits vectoriels” car la métrique de T,, M est non dégénérée). O

Nous allons continuer & suivre [Lab89] et définir dans le cas ol
I'immersion est elliptique (ce qui revient & imposer Kg < 1 partout) une
distribution de 4-plans qui jouera un role fondamental:

Définition 4.3. (cf. [Lab89]) En tout point g : Ts;S — T, M de E, on note
k= +/Ky— Kg(s), ou Ky est la courbure sectionnelle de M, et on pose

V ={H(u,v) = (u,g(u),kg(v)) | u,v € TsS} C TyE
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On définit de plus une structure presque-complexe sur V' par
JH(u,v) = H(v,—u)
et une métrique p sur V par
p(H(u,v), HW' v")) = k(o (u,u') + o(v,v"))

On remarque alors que si f : § — M est une immersion, on peut en
déduire f = jf : S — E; Im(Tf) est alors partout tangent & V, et f(S)
est J-pseudo-holomorphe (en tant que courbe non paramétrée). On peut
d’ailleurs vérifier facilement que la structure complexe f*J induite par f
sur S coincide avec celle qui est définie par la troisiéme forme fondamentale
IIT de 'immersion. En fait, la condition de tangence & V' et celle de J-pseudo-
holomorphie correspondent, ensemble, aux conditions d’holonomie qui ex-
priment qu’une application de S dans E = Isom(T'S,T M) est le 1-jet d’une
immersion elliptique de S dans M; le fait que ces conditions d’holonomie
prennent une forme pseudo-holomorphe est 1ié au caractere elliptique du
probléme. Mais on va voir qu’il existe d’autre surfaces pseudo-holomorphes
possibles dans E, qui apparaitront comme limites “dégénérées” de 1-jets de
suites d’immersions elliptiques.

L’introduction des 4-plans V correspond au fait que tout I’espace n’est
pas “utile”: en fait, les applications de S dans E qu’on va considérer sont
induites par des immersions isométriques de S dans M, ce qui implique des
conditions d’holonomie qui correspondent entre autres a la tangence a ces 4-
plans; mais comme ils ne forment pas une distribution intégrable, on ne peut
pas vraiment se ramener 3 une variété plus petite. Par ailleurs, la version
du lemme de Schwarz qui se trouve plus haut nous autorise & ne définir les
quantité importantes que sur V, c’est a dire 1 ou elles ont une signification
géométrique.

On notera dans la suite Mk, I’espace simplement connexe & courbure
sectionnelle constante égale & Ky, et pour z € Mk,, N, sera ’ensemble des
points y € Mk, tels que les géodésiques de longueur minimale joignant = & y
soient de type espace et de longueur au plus 7/2v/Kp (on vérifie facilement
que, quel que soit Ky € R, toutes les géodésiques reliant z et y sont de
méme type, et que si y € N, il existe alors une unique dont la longueur est
minimale).

Définissons maintenant un automorphisme de fibré J' sur p},TM (“tiré”
par la projection pps : E - M de TM vu comme fibré sur M) en posant
que la restriction de J' & p¥(T'S) (qu’on peut voir comme un sous fibré de
P}, T M grace 4 'immersion) est la structure complexe J,; associée & o, et que
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la restriction de J' au fibré normal & p}(T'S) dans p},TM pour la métrique
induite par p sur p}3,TM est I'identité. On peut alors poser (presque) comme
dans [Lab89]:

Définition 4.4. On définit un champ de vecteurs h, sur N, par
ha(m) = expy,! (2)
et une 1-forme B, sur E au-dessus de N, par
Bz (u, v, w) = —det(hg,n, J'w)

pour (u,v,w) € TgE, n étant le vecteur normal unitaire ((n|n) = —1) a
Im(g) C TM.

La calibration se fait comme dans le cas riemannien; nous aurons pour
cela besoin d’une hypothése d’ellipticité uniforme des immersions: la cour-
bure K de S doit vérifier K < 1 — € pour un € > 0 fixé (ce qui revient &
imposer k > ko > 0). La proposition suivante ainsi que sa démonstration
sont alors proches d’un lemme du & F. Labourie dans [Lab89]:

Proposition 4.5. J est e-calibrée respectivement ¢ V dans la région de E
au-dessus de N par dB; pour un certain e > 0.

Démonstration. (cf. [Lab89]) Par hypothése, k& > ko > 0, ce qui correspond
a Pellipticité uniforme. D’abord si (u,v,w) € TsS X Ty M X Ty M alors
|8z (u, v, w)| = | det(hg,n, J'w)| < ||hz]|.[|w]]

donc

T
Bz (u, v, w)| < 7wl < k—ox/u((u,v,w),(u,v,w»
Ensuite, si (u1,v1,w1), (ug,v2,ws) € TsS X Ty M X T,,, M avec m € Ny, alors
dﬂz((ub V1, 'l_Ul), (U2, v2, ’UJ2)) = - det(vl’na J”LUQ) + det(”z, n, J’wl)

et donc sim € Nz, g : TS = T,yM et v € V C TyE, on peut écrire v sous
la forme v = H(u,v) = (u, gu, kgv) avec u,v € TsS jon a Jv = H (v, —u) =
(v, gv, —kgu) et donc :

(4.1) dB; (v, Jv) = —det(u,n,kJ'(—u))+ det(v,n,kJ'v)

(4.2) k(llells + [lvl13)

(4.3) = p,v)
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et donc J est bien e-calibrée par df,; pour un € > 0 lié & k. a

On a méme en fait un peu plus: G, est invariante par ’action de G. Mais
ce fait ne nous sera pas utile dans la suite. Par contre, §; ne calibre J que
respectivement & V mais c’est suffisant. L’intérét de cette proposition réside
dans ce que I'image par une immersion isométrique uniformément elliptique
d’un disque de rayon assez petit est toujours contenu dans N, ou z est
I'image du centre du disque.

Enfin le résultat technique suivant est nécessaire pour utiliser le lemme
de Schwarz dans les cas qui nous intéresseront:

Proposition 4.6. Soit (S,0) avec K(o) < 1—¢,z € S,y € E; alors il
existe A, B > 0 tels que pour toute immersion isométrique f : S — M telle
que jlf(z) = y, il existe un voisinage U de x dans S, homéomorphe au
disque, tel que:

. fUH < A;
e dp(j' f(z),5' f(0V)) > B.

la distance dans E étant définie comme la borne inférieure des longueurs des
chemins allant d’un point & un autre en étant partout tangents auz 4-plans
V' ot la métrique est définie.

Démonstration. Par étapes:

e Notons X, I’ensemble des points de M qui peuvent étre joints a f(z)
par un segment géodésique (de type temps) de longueur —a. On peut
définir dans un voisinage compact K’ C E de j!f(z) une application
n : K' - X, (pour a assez petit) en envoyant un y € K’ sur la
premiére intersection avec ¥4, dans la direction de la normale orientée
4 S, de la géodésique partant de mps(y), (la projection de y sur M)
avec pour vitesse N(y), la normale unitaire & Im(y).
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Figure 3

e Si on choisit K’ assez petit, il existe une constante C; > 0 telle que
pour tout £ € T'E de la forme ¢ = H(u,v), I’angle orienté (sur .S) entre
u et v étant dans [0, 7], on ait:

(4.4) In«gll = Cr.|I€]l

11 suffit pour le voir de constater que cette propriété est vraie dans le
cas ot 'espace d’arrivée est R3, et est stable par petites déformations
de la métrique.

e Notons S’ = mg(K'). 1l existe alors une constante Cy > 0 telle que
(4.5) vz e TS, |(noj )zl > Cal2|

En effet, pour z € T'S, on a: (51 f)«(2) = H(z,Jz) qui est bien de
la forme H(u,v) avec un angle orienté entre u et v dans [0, 7], et on
déduit (2) de (1) et de la forme de la métrique p.

e Considérons la fonction
K?\{(y,9) lyeK'} > R
(y,2) = dE(y, 2)/dg, (n(y),n(2))

On vérifie que cette application est continue, et minorée au voisinage
de {(y,y) | v € K'}; elle admet donc une borne inférieure C3 > 0 par
compacité de K'.
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e Pour o, § assez petits, I'image de noj! f contient Bg((noj' f)(z)) C a
grace & (2); on peut donc poser U = (n o j1f)"Y(Bs((n o j1 f)(z))) et
on a par définition de C3 que

de(z,0U) > C3.08

e Enfin on vérifie que [, H < A car le jacobien de I'identité vue comme
application de (S,I) dans (S, (j'f)*u) est H.k, et laire pour u de
(71 f)(U) est majorée par Aire(Bg((n o 51 f)(z)))/C? d’apres (1).

a

5. Dégénérescence d’immersions elliptiques.

L’étude de ces dégénérescences permet de compléter ’espace des immer-
sions isométriques d’une surface dans M elle nous sera utile pour démontrer
des résultats d’existence d’immersions isométriques .

Nous allons suivre ici en partie la démarche de [Lab89], & ceci prés que des
suites d’immersions de surfaces compactes peuvent dégénérer, ce qui n’était
pas possible dans le cas riemannien. Les résultats présentés ici peuvent étre
rapprochés de ceux, plus généraux, de Labourie [Lab].

Nous allons commencer par introduire (comme dans [Lab89]) certaines
surfaces pseudo-holomorphes de E qui sont justement celles qui ne provien-
nent pas d’immersions elliptiques ; mais elles peuvent étre limite de courbes
déduites d’immersions : elles correspondent au “pli” d’une surface le long
d’une géodésique de M.

Définition et proposition. Soit v une géodésique mazimale de (S,0), T

une géodésique mazimale de M de type espace, et p : ¥ — [’ une isométrie
du revétement universel ¥: I — M de 7y sur I'. La surface de E définie par

B(y,r) = User{g € Isom(Ty(5)S, Ty5(s))M) | g«(7'(s)) =T}

est pseudo-holomorphe; on ’appellera surface de pli associée a v, T et p.

Démonstration. On vérifie sans mal que si o € X alors
T,Z = {H(M, 1Y) | A\ p € R}

donc T,% C V et T,X est invariant par J. O
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On pourra trouver d’intéressantes considérations sur ces surfaces de pli,
ainsi que sur d’autres aspects spécifiques des équations de Monge-Ampere,
dans [Gou96] ; il y est en particulier montré que, dans un cadre assez général,
ce sont des solutions particulieres des équations qu’on peut “échanger” avec
des solutions “usuelles” en faisant agir sur 1’espace des 1-jets de fonctions sur
une surface des transformations de contact (pour la structure canonique de
cet espace de 1-jets) qui se trouvent laisser invariantes la classe des équations
de Monge-Ampere telle que la définit [Gou96]. Cet aspect des équations de
Monge-Ampére permet de mieux comprendre par exemple pourquoi on a des
résultats de régularité pour les convergences vers des solutions qui semblent
au premier abord tres dégénérées...

Toujours comme dans [Lab89], nous allons montrer que les “surfaces
de pli” correspondent aux seules limites non réguliéres possibles de suites
d’immersions. Pour commencer, nous montrerons qu’il n’existe pas de point
isolé ol la courbure moyenne H devient infinie.

Placons nous pour cela en un point ou H est assez grande pour imposer
que les deux courbures principales soient distinctes, et notons wg la projec-
tion de V sur T((5' f)S), w la 1-forme de connexion du repére des directions
principales (le repére orthonormé qui diagonalise II) et W =1/H. On a la

Proposition 5.1. W est solution sur (S, ) de:
dW o J = Wn+ (1 — 4*W?)n%w
ainsi que de
d(dW o J) — dW An = W (dn — 8krkw A d(kW)) + (1 — 4K>W?)75Q)

ou n est une 1-forme ne dépendant que de 7g.

Démonstration. Le lecteur est invité & se référer & [Lab89], propositions 3.6
et 3.7. O

Nous allons maintenant nous placer dans le cas correspondant a ’étude
d’une dégénérescence d’'une suite d’immersions, c’est & dire que nous
noterons:

e S une surface;
® (fn)nen une suite d’immersions e-elliptiques de S dans M;

® (gn)nen = (f2g0)nen €t goo sa C®-limite, elle aussi supposée exister;
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o (Jn)nen la suite des structures complexes induites sur S par les
deuxieémes formes fondamentales des f,;

o (Hp)nen la suite des courbure moyennes associées, et Wy, = 1/Hp;

® (Zn)nen une suite de S convergeant vers zo, et telle que (5! f,(zn))
converge dans E.

On a (comme dans [Lab89]) la

Proposition 5.2. (W,) admet une sous suite qui converge C™ wvers une
fonction Weo, qui est soit toujours, soit jamais nulle.

Démonstration. (cf. [Lab89]) On va utiliser certains des résultats rappelés
plus haut. Choisissons un point py € S\ 5. On va montrer qu’une suite
d’applications du disque D dans E, déduite de (5! fn(S))nen, admet une
sous-suite qui converge C® dans un voisinage de j!f,(po) vers une im-
mersion pseudo-holomorphe. On en déduira que (W,),cny converge C* en
l'interprétant comme le déterminant de la projection de j' f,(S) sur S.

Choisissons encore un point yo € Isom(T}p,S, TM) et notons 7y, une suite
d’éléments de G tels que Ynj' fn(Po) = yo ; c’est possible car G = Isom (M)
agit transitivement sur le fibré des reperes orthonormés de M. On commence
par utiliser le lemme 4.6 pour déduire des f, des voisinages O,, de pg tels
que pour des A, B indépendants de n, on ait

(5.1) H, <A
On
et
(5.2) de(5' fa(po), i fn(005)) > B

On peut donc introduire des applications pseudo-holomorphes fn de D
dans E données par la représentation conforme du disque D dans O, suivie
de T’application j!'f, et enfin de I’action de 7,. De plus, on peut utiliser
la calibration fournie par la proposition 4.5 et le lemme de Schwarz 2.2.3
montre que les dérivées des f, sont majorées (indépendemment de n) en
tous les points intérieurs de D.

Or on a choisi la suite (v,)nen de fagon & ce que v,.5% fn(po) converge,
et la majoration sur les dérivées des fn montre que 'image des compacts
de D contenant pg par les fn reste dans une boule de E (encore pour la
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distance définie par la borne inférieure des longueurs des chemins joignant
deux points et tangents & V).

On peut donc appliquer & la suite (fn)nen le théoréme d’Ascoli sur les
compacts de D, et en extraire une sous-suite C'°°-convergente (vers une
limite foo) & laquelle nous nous restreindrons dorénavant.

Comme H,, est le rapport des éléments d’aires entre (S,0) et 5! fn(S)
munie de la métrique induite par p, (5.1) montre que aire des f,(D) est
uniformément bornée. On peut donc appliquer la proposition 3.7, et foo(c')D)
est contenue dans la limite de Hausdorff des f,,(8D) ; alors (5.2) montre que
foo m’est pas une application constante.

Montrons que foo est une immersion. Considérons pour cela la suite des
relevés f, des f, dans la grassmannienne GoV des 2-plans complexes de
V. C’est un fibré sur E dont la fibre, conforme & CP!, est kahlerienne.
De plus, le relevé dans G3V d’une immersion pseudo-holomorphe a valeurs
dans E est presque-complexe car c’est la composée du 1-jet de I’application
(dont il est connu qu’elle est pseudo-holomorphe & valeurs dans un fibré
presque-complexe, cf. ’appendice de [Pan]) par la projection sur G2V, qui
est une application presque-complexe (il suffit pour le montrer de vérifier
que c’est vrai dans la fibre, et donc dans le cas ol on remplace V' par
C?). De plus, les fr sont en fait & valeur dans I’ensemble des 2-plans de
V' qui se projettent sur T'S avec un déterminant positif, qui est en chaque
point de E une hémisphere. Si on se limite & la convergence au voisinage
d’un compact de I'image de foo, 01 se trouve donc dans les conditions de la
proposition 3.8, avec pour compact K le produit de cet hémispheére (compact
et homéomorphe 4 D?) avec un voisinage compact de I’image de foo dans

E. La proposition 3.8 nous fournit une majoration des dérivées des f,, et
on peut donc a nouveau appliquer le théoréeme d’Ascoli et se ramener &

une sous-suite de f, qui converge ; la sous-suite associée de (f,) converge
alors d’aprés 3.6 vers une immersion pseudo-holomorphe, et fo, est donc une
immersion.

Nous avons donc montré que les f,, convergent C® vers une immersion
pseudo-holomorphe de D dans E. Or les W,, peuvent s’interpreter comme
les déterminants des projections des j!f,(S) sur S, et ils convergent donc
C® vers le déterminant de la projection de I'image des f, sur S, soit W. Ce
résultat correspond d’ailleurs aussi a ellipticité des équations considérées !

Il reste & utiliser des majorations issues de la proposition 5.1 pour se
ramener au principe du maximum pour un opérateur elliptique (visible dans
la proposition 5.1) qui nous montre que si W = 0 en un point, alors W =0
dans un voisinage de ce point, et donc W = 0 partout. |
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On se restreint ensuite & la sous-suite de (f,) associée & une sous-suite
de (W,) qui converge; on la notera encore (f,,). On peut alors étudier ce qui
se passe dans les deux cas; d’abord

Lemme 5.3. Si Wy, n'est jamais nulle, alors foo(D) est inclus dans le
graphe du 1-jet d’une immersion isométrique fo, €t (fn)nen converge C®
vers foo-

Démonstration. (Cf. [Lab89]) W est le déterminant de la projection de
foo(D) sur S, donc dans ce cas foo(D) est inclus dans le graphe du 1-jet
d’une immersion isométrique. Le lemme 2.2.3 implique alors la régularité de
la convergence. g

On peut décrire ce qui se passe localement dans le cas d’une dégéné-
rescence; notons pour cela B I'application linéaire symétrique associée a la
deuxiéme forme fondamentale, c’est & dire que pour v,w € TS, I (v, w) =
I(v, Bw). On peut alors énoncer le

Lemme 5.4. Si Wy est toujours nul, alors foo(D) est inclus dans une sur-
face de pli 2(,r); de plus, pour a assez petit, ’y|[_a,a] est limite des courbes
intégrales cn passant par ¥(0) de la direction principale associée d la plus
petite valeur propre de By,. De méme, I est la limite des f,(¢n). Enfin, foo
est une isométrie locale de 7 sur T'.

Démonstration. (Cf. [Lab89]) Dans ce cas, (W )nen converge C* vers 0 car
W est le déterminant de la projection de (j!f)(S) sur S. Donc d’apres la
premiére équation de la proposition 5.1, m¢w converge aussi vers 0. Si on
note c, la courbe intégrale de la direction associée & la plus petite valeur
propre de B, sa courbure géodésique tend donc vers 0 et ¢, tend vers une
géodésique 7y de S, et comme la valeur propre correspondante de B tend vers
0 sur 7, hn(cs) tend vers une géodésique I' de M. On en déduit que foo(D)
a une infinité de points communs avec la “surface de pli” ¥(,r) et donc
(principe de Carleman pour deux courbes pseudo-holomorphes, cf [McD91])

fo(D) C 2(%1*). g

Il faut remarquer que l’aire, pour la métrique induite par celle de E, du
domaine d’une surface de pli ¥(, ) qui se projette sur un segment (¢4
donné est infinie; comme la convergence vers les surfaces de pli est uniforme
sur les compacts, on va voir que le fait que Wy, = 0 implique (en revenant
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sur (S, goo)) la divergence de l'intégrale de la courbure moyenne (qui corre-
spond & l'aire sur 5! f(S) pour la métrique induite par celle de E) dans tout
voisinage d’un point du pli. Une hypothése de borne uniforme de cette quan-
tité pour les f, conduit donc & exclure la convergence possible de (j! fn)nen
vers une surface de pli, et on a le:

Théoréme 5.5. Soit ¢, : D — M une suite d’immersions de type espace
uniformément elliptiques du disque telles que (¢*go)nen converge C™ vers
une métrique goo et que la suite des intégrales des courbures moyennes Hy
soit magjorée par une constante, et soit (T )nen telle que (z5) et (j1dn(zn))
convergent. Alors il existe une suite extraite de ¢, qui converge C™ vers
une immersion isomeétrique.

Démonstration. Soit K, une suite de compacts de D contenant lim, o Zp.

Supposons qu’il existe un p tel que la courbure moyenne H, des ¢, ne
soit pas bornée sur K. Par compacité de K}, on pourrait trouver une suite
extraite des ¢, et une suite (ym)men de points de D convergeant vers yoo
telles que Hp,(ym) tende vers infini, et on aurait alors (éventuellement en
remplacant les f, par des k, o f,, ou k, € Isom(M)) apparition d’un “pli”
(4, en Yoo & la limite.

L’aire de la région () de ¥, 1) qui se trouve au-dessus d’un segment
Y|r,s) Suffisamment petit de v contenant yo, est infinie; or toute cette région
est contenue dans la limite L de (¢n(D))nen, sans quoi il existerait un
z € QN JL; on pourrait alors trouver une suite (¢,) d’éléments de D tels
que (j'¢n(t,)) converge vers z, ce qui impliquerait que (t,) converge vers
un point du pli. Mais alors d’apres la proposition 4.6, on en déduirait qu’il
existe A, B > 0 et une suite de voisinages U, des t,, dans D, homéomorphes
au disque, tels que:

° -[UH <A
° dE(z7j1fn(aUn)) >B

et une boule de centre z et de rayon B serait dans L, donc z ne pourrait
donc pas étre sur le bord de L.

11 faut alors remarquer que I’aire de j'¢, (D) est égale & 'intégrale sur D
de H,, qui est bornée par hypothese. L’existence d’un p tel que la courbure
des ¢, ne soit pas bornée entraine donc une contradiction, et donc pour tout
p, il existe une borne sur les fonctions H, sur K.

Or une borne sur les H, permet de contrdler le rapport des éléments
d’aire pour ¢ et pour II, ainsi que le facteur conforme entre I et la métrique
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induite par les jl¢, sur S ; donc si les H, sont bornés sur K,, et puisque
(7 #n(zn)) converge, ¢n(K,) reste inclus dans un compact de E. On peut
donc (par un procédé diagonal) trouver une suite extraite de (jl¢,) qui
converge sur une suite de points dense dans Kj, et donc sur K,. On obtient
ainsi une sous-suite de (¢,) qui converge C° sur D, et on peut appliquer les
lemmes 5.2 et 5.4 pour conclure. O

Contrairement & ce qui se passe dans le cas riemannien, des dégénére-
scences d’immersions de surfaces compactes peuvent réellement se produire;
le lemme ci-dessus nous donne alors une indication précise de la fagon dont
les choses se passent. En effet, supposons que les images S,, des immersions
fn : S = M convergent C° vers Sy, mais ne convergent pas C! en s €
S, alors que (j!fn(s))nen+ converge, et que les f*gy convergent C* vers
une métrique o riemannienne; les images des applications ¢, associées dans
Pespace des 1-jets convergent (sur les compacts) vers une surface de pli, et
les Sy, convergent donc vers une surface pliée le long d’une géodésique 7,
et tangente au cone de lumiére en dehors de . Cela entraine que o admet
une géodésique fermée passant par foo(s), et de longueur 27 puisque elle
coincide avec une géodésique de M. C’est grace & cette remarque qu’on va
pouvoir “éviter” les dégénérescences dans la suite pour trouver un résultat
d’existence d’immersions.

Théoréme 5.6. Soit (fp)nen : D = M une suite d’immersions de type
espace uniformément elliptiques du disque, telle que (frgo)nen converge C*®
Vers goo- S0it (Tn)nen une suite convergeant vers Too telle que (3 fn(zn))
converge, mais sans que (f,) converge C* au voisinage de To,. Alors il existe
une suite extraite de (frn)nen, qu’on notera encore (fn)nen, une géodésique
mazimale ¥ D Zoo de (D,goo), €t un segment géodésique I' de M, tels que
(faly) converge vers une isométrie sur T.

Démonstration. On peut appliquer la proposition 4.6 pour se ramener dans
la situation décrite apres la proposition 5.1; les “bons voisinages” que cette
proposition nous donne permettent en effet (grace & la représentation con-
forme) de faire apparaitre des applications de D dans F pseudo-holomorphes
auxquelles on peut appliquer le lemme 2.2.3.

On peut alors appliquer un raisonnement similaire a celui qu’on a fait
dans la démonstration du théoréme 5.5, et extraire de (j1f,) une sous-suite
convergeant C'™ vers sur les compacts vers une courbe pseudo-holomorphe.
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On a supposé que (f,) ne converge pas C* au voisinage de z, ce qui
implique que H y devient infinie (sans quoi le théoréme 5.5 s’appliquerait).
Mais alors gréice a la proposition 4.3, W, est toujours nul, et grace au lemme
5.4, on sait que (5! f)(D) converge vers une surface de pli, ce qui implique
en revenant de F dans M qu’il existe un <y correspondant au pli, et que foo
est une isométrie de  sur un segment géodésique I' de M (cf. lemme 5.4).

Or si la suite des j! f,(D) tend vers une surface de pli sur un compact,
elle y converge au-dessus de D tout entier (principe de Carleman a nouveau),
ce qui se traduit par le fait que v peut se prolonger jusqu’au bord de D.
De méme, il ne peut pas y avoir 2 telles géodésiques y; et 2, sans quoi
31 fn(D) convergerait C* vers ¥(y,,r1) SUT un compact et vers X, r,) sur
un autre; mais alors j!f, convergerait (par connexité de D) vers Y
et vers ¥(,, r,) sur tous les compacts (cf. le principe de Carleman), et on
devrait avoir que ¥y, r;) = X(q,1,), ce qui impliquerait que 71 = 72. O

En fait, la convergence se fait, au voisinage d’un point de 'intérieur de
I’ et en dehors de I', vers une sur surface immergée tangente au cone de
lumigre, puisque on a convergence vers %, r) dans les compacts de E. Cette
situation est d’ailleurs assez différente de celle qui se présente dans le cas
riemannien, ou F. Labourie a montré [Lab87] qu'il y a “enroulement” des 1-
jets des immersions isométriques autour des surfaces de plis, qui apparaissent
comme des “tubes”.

Remarque. Il existe une réciproque: si une telle géodésique <y existe et
est envoyée sur une géodésique de M, alors il n’y a convergence C* en
aucun point de 7. En effet, si il y avait convergence C* ce serait vers une
immersion isométrique (proposition 5.2 et lemme 5.3); or dans ce cas 'une
des courbures principales serait nécessairement nulle sur y (car son image
étant géodésique, on aurait II(vy',7’) = 0 alors que I est une forme positive
de déterminant non nul dans le cas elliptique), et la courbure moyenne serait
donc infinie, ce qui est impossible pour une immersion isométrique.

Corollaire 5.7. Soit (f;)nen une suite d’immersions de S? dans S}, telle
que (0n)nen = (fg0)nen Soit une suite de métriques sur S* convergeant
C™ vers une métrique o vérifiant la condition suivante:

sa courbure vérifie K, < 1—e€ et 0o, nadmet aucune géodésique
fermée de longueur L < 2.

Supposons de plus qu’il existe une suite (T, )nen de points de S? qui converge
vers Too et telle que j'fn(zn) converge dans E. Alors il existe une suite
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extraite de (fn)nen qui converge C™® vers une immersion isométrique foo
de (§2,04) dans S}.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 5.6, car nos hypothéses
d’une part impliquent l'uniforme ellipticité de la suite d’immersions, et
d’autre part empéchent la dégénérescence en interdisant ’apparition d’un pli
le long d’une géodésique de longueur 27. Or toutes les géodésiques fermées de
S3 sont de longueur 27, car I'une d’entre elle a longueur 27 (cf. le modéle de
S3 qui se trouve dans 'introduction) et les autres s’en déduisent par action
du groupe d’isométries de S3, qui agit transitivement sur 7'S3. On peut donc
appliquer les mémes méthodes que pour la démonstration du théoréme 5.5
pour montrer qu’il existe une suite extraite de (j'f,) qui converge C?, puis
la proposition 5.2 et les lemmes 5.3 et 5.4 pour en déduire que la suite cor-
respondante extraite de (fr)neny converge vers une immersion isométrique,
car les plis sont interdits. : a

C’est cet énoncé qui va nous permettre de donner des résultats d’exi-
stence et d’unicité d’immersions isométriques elliptiques ; il décrit en effet
les dégénéréscences de fagon assez précise pour permettre de montrer que
dans certains cas, elles ne peuvent pas se produire, ce qui reviendra a savoir
qu’'un certain opérateur est propre.

6. Analyse.

Le contenu de cette section est plus ou moins classique, les démonstra-
tions seront donc raccourcies. Le lecteur pourra se reporter & [Ham82] pour
les outils fondamentaux, ou & [Lab89] ol la méme mécanique est utilisée
dans un cas similaire.

Le moteur “réel” des opérations qui sont effectuées est l'ellipticité des
équations qui décrivent notre systéme, mais il est ici “caché” derriére les
courbes pseudo-holomorphes et en particulier le lemme de Schwarz.

Définition 6.1. On choisit un point s de S? et un € > 0; on notera dans la
suite:

e F l'espace des immersions f : §2 — S3 telle que f *9513 soit & courbure
K < 1 — ¢, muni de la topologie C'*;

e G lespace des métriques sur S? & courbure K < 1 et dont toutes
les géodésiques fermées sont de longueur strictement supérieure a 2,
muni de la topologie C'*°;



Surfaces convexes dans des espaces lorentziens & courbure constante 313

e H l’espace des couples (gg,I) ot g9 € G et I est une isométrie de
(TsS?, o) dans TSi3 , muni de la topologie “produit” naturelle;

e P l'opérateur de F dans H qui & une immersion f associe le couple

(f*.901Tsf)'

Lemme 6.2. P est un revétement a deuz feuillets.

Démonstration. Elle découle immédiatement des propositions 6.3 a4 6.6. [

Proposition 6.3. H est conneze.

Démonstration. 11 suffit de montrer que G est connexe; en fait il est
facile de voir qu’il est méme connexe par arcs. Soit en effet 01,09 € G
posons o; = to; + (1 — t)og. oy est une métrique riemannienne pour
tout ¢t € [0,1] ; par ailleurs, notons K la borne supérieure des courbu-
res, L la borne inférieure des longueurs des géodésiques fermées des oy, et
M = max(K/(1 — €), (L/2m)?). Définissons o} pour t € [0, 1] par

osite0,}], 0f=(1-3t+ 3)oy;
esite [,713'7 %], O'é = ﬁal%t;

esite[?,1], o} = (3t —2+ 32H)oy;

Il est clair par construction que pour tout ¢ € [0,1], o} € G. O

Proposition 6.4. P est un homéomorphisme local.

Démonstration. Voir [Lab89]; il faut vérifier qu’on est dans le cadre des bons
espaces de Fréchet développé dans [Ham82], ce qui correspond & Dellipticité
des équations, et utiliser le théoreme de Nash-Moser. O

Proposition 6.5. P est propre.

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 5.7. En effet, supposons
que (fn)nen, fn € F, est telle que (j!fn(s)) converge et que les (fZgo)
convergent C°. On se trouve (grice a la définition de G) dans la situation
du corollaire 5.7, avec une suite (z,)nen constante égale 4 s, et il existe donc
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une suite extraite de (fy,) qui converge C* vers une immersion isométrique
de (52%,0) dans S3. Donc (f,,) converge dans F. Nous avons donc montré
que si une suite (hp)peny d’éléments de H est telle que (P(h,)) converge,
alors (h,) admet une sous-suite convergente, ce qui implique que P est
propre. a

Il reste & trouver un cas simplement analysable pour servir de “germe”
& 'argument de déformation qui se trouve plus haut; le plus simple est de
se servir de $? munie de la métrique & courbure constante égale & € €]0, 1];
on notera cette métrique g.. On a le

Lemme 6.6. Si € €]0,1[, 20 € S$%,y0 € S}, et g € Isom(Ty,S?, Ty S3),
alors il eziste ezactement deuz immersions isométriques de (S?, o) dans S}
admettant g comme 1-jet en g, et elles sont totalement ombilicales.

Démonstration. plutét que d’utiliser une version élémentaire du principe du
maximum pour la courbure moyenne, on peut faire appel 4 la dualité entre
S et H3. En effet, il existe exactement deux immersions isométriques de
(S%,0_<_) dans H3 ayant un 1-jet donné en un point donné (cf. [Lab89] ou

1-e¢
[Pog73]), et on en déduit en passant par les modéles canoniques de Si et de
H? dans R} qu’il existe exactement deux immersions isométriques de (52, o¢)
dans S} ayant un 1-jet fixé en un point (cf. 'introduction). Réciproquement,
si ¢ est une immersion isométrique de (S?,0.) dans S3, on en déduit par
dualité une immersion isométrique de ¢ de (S2, o< ) dans H 3. or il existe
exactement deux telles immersions (si on fixe le 1-jet en un point, cf. &
nouveau [Lab89] ou [Pog73]) et elles sont totalement ombiliques ; on en
déduit que ¢ est totalement ombilique car les courbures moyennes H et H

de ¢ et ¢ sont reliées par

H
1—c¢

H=
O

En fait, les deux immersions isométriques correspondent aux deux cotés
du plan tangent & la surface immergée au point ou on fixe le 1-jet : on peut
décider que la surface se trouve d’un coté ou de 'autre de son plan tangent,
et on a alors existence et unicité des immersions isométriques & 1-jet donné.

Corollaire 6.7. Chaque point de H a exactement deuz images réciproques
par P.
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Démonstration. C’est clair car le nombre d’images réciproques de P est
constant sur H d’apres les propriétés de P ci-dessus. O

On déduit des résultats ci-dessus le fait plus géométrique suivant:

Proposition 6.8. Soit o une métrique sur S? & courbure K < 1
et sans géodésique de longueur L < 2m, o € S%, yo € S, et
I € Isom(Ty, 52 T,S;). Alors il existe ezactement deuz immersions
isométrigques ¢ de (S%,0) dans S3 telle que jlé(zp) = I.

Démonstration. P est un revétement & deux feuillets, donc en partic-
ulier chaque élément de l’ensemble d’arrivée a exactement deux images
réciproques. a

Bien entendu, les remarques faites dans 'introduction montrent que ces
immersions sont en fait des plongements ! De plus, elles se déduisent 1'une
de l'autre par une isométrie globale de 3.

Il faut noter que ’argument de déformation que nous avons utilisé
ne permet absolument pas d’obtenir des informations sur les immersions
isométriques de métriques qui admettent des géodésiques de longueur L <
2m. En effet, la fonction qui & une métrique sur S? associe la longueur de
sa plus courte géodésique fermée est continue ; donc tout chemin joignant
une métrique dont les géodésiques fermées sont de longueur L > 27 a une
autre ayant une géodésique fermée de longueur L < 27 passe nécessairement
par une métrique admettant une géodésique de longueur exactement 2,
et une dégénérescence du chemin associé dans l’espace des immersions
isométriques peuvent se produire. La section suivante montre méme qu’une
telle dégénérescence doit nécessairement se produire, sans quoi on ob-
tiendrait une immersion isométrique que les résultats qui suivent interdisent.

7. Réciproque.

Il est naturel de se demander si la proposition 5.8 est optimale, dans
le sens ou les conditions qu’elle pose pour l'existence d’une immersion
isométrique elliptique d’une surface dans S} sont vraiment nécessaires, et en
particulier si la condition concernant les longueurs des géodésiques fermées
est naturelle. La réponse (positive) est donnée par le lemme suivant et par
son corollaire:
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Lemme 7.1. Soity: R/LZ — S une courbe C? telle que
VEE [0, L], (YOI (®) =1 et (Y'(£)lY"(2)) <0
Alors L > 2m.

Corollaire 7.2. Si une surface (S,0) admet une immersion isométrique
elliptique dans S}, alors ses géodésiques fermées sont de longueur L > 2.

Démonstration. (du corollaire 7.2) Le corollaire est évident si on admet le
lemme, car si v est une géodésique (paramétrée par la longueur d’arc) tracée
sur une surface immergée elliptiquement dans S}, alors son accélération est
partout strictement de type temps. a

Un analogue de ce corollaire se trouve dans [RH93] dans le cas ou S
est un polygone de S} (dont les faces sont totalement géodésiques et les
arétes géodésiques). v est alors une courbe polygonales fermée. La preuve
de [RH93] repose sur la dualité de S avec H3, et ne se généralise donc pas
immédiatement au cas de S7. Une version polyhedrale du lemme 7.1 a été
trouvée (indépendamment) par R. Charney et M. Davis (voir [CD94]) mais,
14 aussi, la démonstration est trés différente de celle qui suit.

Démonstration. (du lemme 7.1) Nous allons procéder en plusieurs étapes en
nous ramenant 3 un probléme trés simple d’étude de courbes intégrales d’un
champ de vecteur.
e Notons y(t) = (o(t),(t)) avec o(t) € S™, r(t) € R, dans un modeéle de
87 ~ (8™ x R, ch(r)%cangn — dr?); choisir ce modéle revient & choisir la
sphére S™ totalement géodésique qui y correspond a I’équation r = 0,
ainsi que l'orientation de son vecteur normal. On vérifie & la main que
4" = V. s’exprime sous la forme :

Y ="+ Sh(r)-ch(r)lla’ll2)% + (8llo’[| + th(r)llo"||.r')u + o”

et donc que la la condition “(y"(¢)|y"(t)) < 0” se traduit par I'inégalité:

(7.1)
[r" + sh(r).ch(r)[|lo’[|*]* > [8:]l” || + th(r)]lo"[|.r']* + ||o"||?

Dans le cas ou (y'|y') =1, ||o’|| dépend simplement de 7’ et &||o’|| de
r’ et de 7, donc en négligeant le terme en [|o”|| et en isolant ceux en
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7", on obtient que
(7.2) ' > ®(r,r")

avec ®(z,y) < 0 dans le domaine R x R* C R? (ou que r” < ¥(r,r’)
dans le cas ou la convexité de 7y est supposée dirigée vers les r
décroissants, ce qui ne change rien).

e Supposons qu’il existe s < t tels que r(s) > 0,7'(s) = 0,7(t) = 0, et
' < 0 dans ]s,t]; on associe & ;5,4 une courbe (z(7),y(7)) € R? en
posant z(7) = r(7),y(r) = r'(7); comme (y'|7') =1, on a

33: da:
L(Ws,) / dr = / )tz =

et (z,y) est telle que
z'(1) = y(7), y'(1) > @(z(7),y(7))

e Il existe une unique courbe intégrale {(zo(7),%0(7)) | T € [ro, 0]} du
champ de vecteurs X de coordonnées (y, ®(z,y)) sur R? partant de
(z(r),0) et allant jusqu’a 1'axe Oy; elle correspond & un segment de
géodésique 7y de ST (c’est & dire au cas ou ¢” = 0 dans 7.1) allant
d’un point ol sa valeur de r est maximale & un point ol elle est nulle,
et sa longueur est donc 7 (il s’agit d'un quart de géodésique de ST,
et ces géodésiques ont toutes longueur 27 car elles se déduisent toutes

les unes des autres par des isométries de ST).

o (z(7),y(7)) et (zo(7),yo(7)) ne peuvent pas avoir de point commun &
cause de 7.2, et vy est donc toute entiére située dans le domaine de R2
borné par Oz, Oy et g et ainsi, quand 7 €]r, s] et z(7) = zo(7), on a
y(7) > yo(7).

e de plus, z'(7) = y(7) < 0 sur |r, s], donc on a

/ dm /30 dzg

et donc L(’mm]) > L(’Yo][ro,sg]) = %

e En répétant 'opération pour ¢t < s,7(t) = 0,7'(s) = 0,7’ > 0 sur [t, 5[,
on obtient que si r(s) = r(t) = 0 et 7 > 0 sur ]s, [, alors 7, est
de longueur strictement supérieure a w. Il suffira donc pour conclure
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de choisir un modele de S* dans lequel la fonction r associée & v soit
strictement positive sur deux intervalles ouverts disjoints de R/LZ, et
donc de trouver une sphére totalement géodésique S™ dans S7* que v
coupe au moins 3 fois.

e Une telle spheére existe: choisissons en effet un (n-1)-plan P 3 +/(0) de
type espace de T.,(g) ST, et notons (S):cr la famille des S™ totalement
géodésiques dont le tangent contient P, indicées par I’angle qu’elle font
avec I'une d’entre elle notée Sp. Soit I Pensemble des u € R tels que
Sy rencontre 7 en-dehors de y(0). I ne peut étre réduit & un point,
sans quoi vy serait incluse dans une hypersurface totalement géodésique
de type espace et ne pourrait pas étre elliptique; donc I contient un
intervalle, et par une application directe du lemme de Sard, on voit
qu’il existe ug € R telle que Sy, est transversale & . Il existe alors
deux ouverts ]s,0] et ]0,¢[ de R/LZ sur lesquels le r associé & v dans
le modele de S7* dans lequel Sy, = {r = 0} est positif. On clot ainsi la
démonstration.

O

Pour rendre la démonstration qui précéde un peu plus transparente, la
remarque suivante (due & Francois Labourie) est importante : le cas ou
n > 2 se déduit simplement du cas n = 2, ou plutét du fait que si, dans
le revétement universel 5‘% de S2, une courbe elliptique  rencontre pour
t = 0 une géodésique gy (g{ étant alors dirigée dans la direction opposée
a la convexité de -y) alors y(t) ¢ go pour ¢ < m. En effet, on en déduit le
résultat sur les intersections d’une courbe elliptique v avec une hypersurface
totalement géodésique H car la surface engendrée dans ST par les normales
a H passant par v est & courbure de Gauss nulle, donc est un quotient de
S'f, ce qui implique que entre deux intersections avec H, la longueur de vy est
au moins 7 quand sa convexité est dans le bon sens. Par contre, le résultat
dans 5% doit se démontrer essentiellement comme plus haut dans le cas de
ST.

Le corollaire 7.2 nous montre 4 posteriori que des dégénérescences de
suites d’immersions de sphéres dans S peuvent vraiment se produire; sinon,
les raisonnements faits plus hauts seraient encore valables pour des (S, 0)
admettant des géodésiques de longueur L < 27, et on pourrait en déduire
un résultat d’existence d’immersion isométrique de telles surfaces dans S3,
ce qui n’est pas le cas.
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Remarque. Il est important de remarquer que le lemme 7.1 est “flexible”:
il peut en fait étre étendu aux courbes y qui sont “e-elliptiques” au sens ou
d’une part elles vérifient, pour un € > 0:

vEe [0,L], (YOI (1) =1 et (Y'(&)lY'(2)) <e

et ou d’autre part leur accélération " reste hors de I'une des composantes
connexes de I’ensemble des vecteurs de type temps de T'S}*; leur longueur
est alors au moins 27 — A(€), ou A est une fonction continue valant 0 en 0.
On peut démontrer ce résultat & peu prés comme le lemme 7.1, mais, a la
derniére étape, il faut choisir le point & partir duquel on cherche le S™ de
référence avec plus de soin, et on ne peut éviter le cas ou «y est incluse dans
une hypersurface totalement géodésique (on utilise alors une minoration de
la longueur des courbes & courbure majorée par € dans (S™, can)).

On déduit du corollaire 7.2 une sorte de réciproque & la proposition 5.8:

Théoréme 7.3. Soit o une métrique sur S? ; alors (S2,0) admet une im-
mersion isométrique f uniformément elliptique dans S} si et seulement si

e (82,0) n’admet pas de géodésique fermée de longueur L < 2m;
e la courbure de (S%,0) vérifie partout K < 1.

Il existe alors exactement deux telles immersions distinctes admettant un
1-jet donné en un point donné, et ce sont des plongements qui se déduisent
l'un de Uautre par une isométrie globale de l’espace.

On peut voir ceci comme une sorte de version réguliere du théoréme
d’Andreev (cf [Vin93]) ; en effet, immerger dans H® un polyédre dont les
angles entre les faces sont données revient & immerger dans S un polyédre
dont la “métrique” est donnée (la dualité entre H> et S dont il est question
dans I'introduction s'étend & ce cas, cf [RH93]) et le théoréme 7.3 donne un
résultat dans le cas ot le polyédre est remplacé par une surface lisse.

Ce résultat a d’ailleurs été proposé par C. D. Hodgson et I. Rivin dans
la conclusion de [RH93], qui contient un théoréme similaire dans le cas ou la
surface S est polyédrale ; mais les démonstrations de [RH93], qu’on pourra
aussi trouver dans [Riv86], reposent sur la dualité entre S? et H? et sont
tres différentes de celles qu’on donne ici.

Le corollaire 7.2 admet en réalité une généralisation & un cas beaucoup
plus large; en fait, son analogue reste vrai pour une immersion riemannienne
(c’est & dire de type espace) elliptique ¢ d’une variété de dimension k, soit
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V*, dans S? (k < n). On doit dans ce cas comprendre “elliptique” au sens
de:

Yo € TVF, (I (e (v), $x (v)) L (¢ (v), $x(v))) < O

Il désignant la deuxieme forme fondamentale qui est maintenant une 2-
forme sur TV & valeurs dans NV, le fibré normal sur V induit par ¢. Plus
précisément, on a dans ce cas le résultat suivant (dont la lecture n’est pas
nécessaire a la compréhension de ce qui suivra):

Théoréme 7.4. Soit ¢ : VF — ST une immersion elliptique d’une variété
compacte dans S{* (avec n > k). La courbure sectionnelle de (V,¢*go) est
partout inférieure strictement d 1, et on a: Vol (V) > Vol (S*, can).

Démonstration. Nous allons procéder en plusieurs étapes:

e La courbure sectionnelle Ky de V est strictement majorée par 1. Soit
en effet v € V, et P C T,V un 2-plan. Notons (e;);c{o,... n—k} une base
orthogonale de N,V , telle que (e;|e;) = ¢; aveceg = —let e, =1,4 > 7.
Notons II; les composantes de I |p dans cette base; les II; sont donc des
formes quadratiques sur P, et pour z,y € T,V, I (z,y) = Y, I (z,y)e;.
D’apres la formule de Gauss, si z,y sont linéairement indépendants
dans P, alors

S & (I (z, 2) I (y, y) — Ii(z,9)?)
(z|z)(yly) — (z|y)?

(7.3) K@) = 1+

donc
n—k

(7.4) K(P) = 1+ ) €detI];
=0

Mais par ellipticité de V, on sait que

n—k
(7.5) Vz € P, Iy(z,z)* > Z II(z, z)*

=1

Choisissons donc une base orthonormée (z,y) de P qui diagonalise .

On a:
det Ty = Hy(z, z) o (y,y)

donc

n—k n—k
det Iy > [ Ii(z,2)213(Y Lily,v)?]3
=1 i=1
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grace a 7.5, donc

n—k
det o > > ITi(, z) II;(y, y)
=1
par Cauchy-Schwarz, et donc finalement

n—k
det Iy > Z det IT;

i=1
car (z,y) est une base orthonormée de P. Donc K(P) < 1 par (7.3).

e Le rayon d’injectivité ¢ de V est minoré par w. On suit un raison-
nement classique qu’on peut trouver dans [CE75], lemme 6.6. Soit en
effet p,g € V tels que ¢ est dans le “cut locus” de p et d(p,q) = 3.
Alors de deux choses 'une: soit p et ¢ sont conjugués le long d’une
géodésique minimisante 4, soit il existe deux géodésiques +, 4 distinctes
avec v(0) = p = ¥/(0), v(¢) = ¢ = v'(¢). Mais la premiére possibilité
est exclue, car (cf. [CE75], 1.29 par exemple) si Ky < 1 alors ezp est
non-singuliére sur les boules de rayon r < 7 des T,,V. Dans le second
cas, si v/(0) + 4'(0) # 0 alors on peut trouver un segment géodésique
o avec o(0) = p, et (’(0)]7/(0)) > 0,(c’(0)|5'(0)) > 0; on peut alors
construire des familles v, et 4, & un parametre de géodésiques allant
de o(s) & g, et pour s assez petit on doit avoir (quitte & échanger vy et
7):

L(vs) < L(¥s) < L(y) = L(Y)
ce qui impliquerait que L(¥s) > =, ce qui est impossible d’apres le
corollaire 7.2. Donc 4/(0) + 4'(0) = 0, et de méme en g, ce qui im-
plique que v et ¥ forment ensemble une géodésique fermée de longueur
inférieure & 27, ce qui est impossible. Donc ¢ > 7.

e Le volume de V est au moins Vol (S¥, can). Il suffit de comparer le vol-
ume d’une boule géodésique de rayon 7 dans V avec celui de (S¥, can).
En effet, si v € V, et si BT (v) désigne la boule de centre v et de rayon
r dans T,V on a:

Vol (V) > Vol (Br(v)) = / Jac(Tyezp,)dx
BT (v)

et donc

(s
Volg (V) > / / sin(r)*~ldrdo = Vol (S*, can)
sk=1Jo
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La encore, le raisonnement est usuel (voir par exemple [BC64]).

O

Dans une direction un peu différente, on peut donner une autre
conséquence du lemme 7.1, concernant plus précisément la possibilité
d’immerger isométriquement une variété dans Sf‘” sous des hypothéses

géométriques. On a ainsi le

Théoréme 7.5. Soit (V™,v) une variété riemannienne (conneze) de di-
mension n (éventuellement ¢ bord, ouverte,etc...) & courbure de Ricci
vérifiant :

(7.6) Vv € V, Vz € T,V, Ric(z,z) < (n —1)v(z,x)

Supposons que (V,v) admet une géodésique fermée de longueur L < 2.

Alors (V,v) n’admet pas d’immersion isométrique dans S7t.

Démonstration. Commencons par remarquer que, si ¢ : V — S{H‘l est une
immersion isométrique, alors son image est nécessairement convexe. La for-
mule de Gauss nous montre en effet que le tenseur de courbure R de v vérifie,
pour tout v € V et pour tout z,y € T,V orthogonaux et unitaires :

(7.7) v(R(z,9)z,y) = 1 - I(z,2) I (y,y) + I(z,y)*

Si on note (e;)ig{1,.,n) une base orthonormée de T,V qui diagonalise I et
()‘i)ie{l,..,n} les valeurs propres associées, on voit que la courbure de Ricci
de V' vérifie pour chaque i € N, :

(7.8)  Ric(ei,e;) = (n—1) — D(es, &) Y M(ej,e5) + Mej, )2
J

et donc en notant h = II(ej, ;) la trace de I on obtient que pour i € Ny:
(7.9) AR =) >0

ce qui montre que si A\; >0, h — X; > 0 et donc h > 0 et que si A\; < 0 alors
de méme h < 0 aussi, et donc que les \; sont tous de méme signe. De plus,
ce signe est constant sur V' par continuité, et ¢(V') est convexe.

On peut maintenant appliquer directement le lemme 7.1 et en déduire
que les géodésiques fermées de (V, v) sont nécessairement de longueur stricte-
ment plus grande que 27. a
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8. Immersions de surfaces complétes.

Nous allons voir comment utiliser les résultats précédents pour prouver
des résultats d’existence (mais sans unicité) d’immersions isométriques dans
$3 de domaines de $? munis de métriques complétes vérifiant des condi-
tions naturelles. Voici d’abord un lemme technique sur les recollements de
surfaces:

Lemme 8.1. Soit € > 0, (S1,01) et (S2,02) des surfaces dont les courbure
vérifient K1, Ko < Ky, C1,Co des composantes connexes réguliéres de 0S; et
de 05, et f : C1 — Cy une isométrie. Notons ki1, ks les courbures de C1,Co
(positives auz points ot les bords des surfaces sont convezes). Supposons que

Ve € Ch, ki(c) + ka(f(c)) <0

Alors il existe une surface (S,0) d courbure K < Ko + € et des difféomor-
phismes ¢; : S; = S (i = 1,2) isométriques sur les S; \ (C;)e, tels que

$1(51) Uga(S2) = S

$1(51) N ¢2(S2) = C = ¢1(C1) = ¢2(Co)
(ba1c;) o dbuicy, = f

Si de plus L(C) > Ly, (S1,01) et (S2,01) n'ont pas de géodésique (fermée)
de longueur L < Ly, et s’il n’existe pas de segment géodésique de (S2,02)
entre 2 points de 0((Ca)e) \ Ca de longueur L < Ly, alors on peut choisir
(S,0) sans géodésique (fermée) de longueur L < Ly — €.

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de définir S en collant les
variétés Sy ,' S5 le long de C1,Cy de maniére naturelle. On obtient alors une
métrique & continue sur S par o1, 02. On remarque que comme k; + ko < 0,
T a une courbure singuliére négative ou nulle le long de C, et donc par
régularisation de & dans un e-voisinage de C (cf. [AZ67] pour les problémes
de régularisation de surfaces singuliéres, etc) on obtient la métrique réguliére
o recherchée. Pour le second point, pour tout ¢ > 0, on peut faire la
régularisation de & de maniére que toute géodésique de (57, 01) rencontrant
9((C1)e) \ C1 avec un angle plus grand que € se prolonge en une géodésique
de (S, 0) rencontrant 9((C2).) \ Ca. Mais si -y est une géodésique fermée de
(S,0), trois cas seront alors possibles:

e Soit vy C S; ou v C Sy, et alors L(y) > Ly — € par hypothése;
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e Soit vy rencontre J(C1). avec un angle plus grand que €, mais alors 7
se prolonge en une géodésique de (S, o) rencontrant 9(Cs), et donc
contient un segment géodésique entre 2 points de 9(Cs)¢ \ Cs et v est
encore de longueur L > Ly — ¢;

e Soit v rencontre 9((C1)e) \ C1 avec un angle plus petit que €', soit «y
est contenue dans C., et dans les 2 cas (pour ¢, € assez petits) L(y) >
L(C)——e_>_L0—e.

O

Voyons ensuite le cas ou la surface est compacte & bord, et ramenons
nous au cas compact (sans bord) grace au lemme 8.1:

Lemme 8.2. Soit (,w) une surface riemannienne compacte a bord régu-
lier telle que:

1. Q admet un plongement régulier ¢ dans S?;
2. K(w)<1l—g;
3. (Q,w) n’admet pas de géodésique fermée de longueur L < 27 + ¢€;

4. le bord 8 = | Jf_, C; de Q est tel que, si on note k; la courbure de
Ci, qui est positive quand le bord est conveze, on ait pour tout i €
{0,...,p} soit L(C;) > 27 et k; <0, soit k; >0

Alors on peut compléter w en une métrique o sur S? telle que ¢*o = w, et
qui vérifie (2) et (3) ci-dessus.

Démonstration. 11 suffit de faire la prolongation séparément sur chaque com-
posante connexe de 02. Choisissons donc une telle composante connexe et
notons la C. Nous allons faire la démonstration en séparant les deux cas qui
se trouvent dans I’hypothése (4):

1. L(C) > 27 et k < 0: on peut trouver une application isométrique ¢
de C dans une courbe réguliére C de (52, ¢ cangz) (e petit) dont la
courbure géodésique vérifie E(d(s)) +k(s) <0, k étant négative quand
la convexité de C est vers la composante connexe C; de S2 \ C de plus
grande aire. On peut alors “coller” {2 et Ci le long de C et de C, et on
obtient une surface S singuliére le long d’une courbe C. Mais comme
k+k < 0, la courbure singuliére de S est négative et d’apreés le lemme
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8.1, on peut régulariser S et obtenir une surface S; & courbure K < 1
partout (voir [AZ67] pour ces problémes). De plus, on voit que si € est
petit, S; n’a pas de géodésique fermée de longueur L < 27 puisque
L(C) > 2.

2. k > 0 : Prolongeons ¢,w en une métrique C™ en choisissant une
métrique & sur la composante S¢ de §2\ C disjointe de © (il est clair
que c’est possible, par exemple par un prolongement non régulier suivi
d’une régularisation par convolution sur $2). Notons K et L la borne
supérieure de la courbure et la borne inférieure de la longueur des
géodésiques fermées sur la variété obtenue; choisissons € > 0.

Notons encore k la courbure géodésique de C, et choisissons z € C.

Posons )
0=———/de7‘
L(C) Je (")

On peut alors définir une fonction

A:C—=R

Y= /y k(t)dT — 8de(z,y)

dc désignant la distance orientée sur C, puis définir une métrique &
sur C x [0, %] par

& = dr? + (1 4 0r) cos(\(y))dr.dy + (1 + 6r)%dy?

y désignant la coordonnée sur C.

On vérifie que G est une métrique plate, et que la courbure géodésique
de C x {0} est —k, ce qui montre qu’on peut définir une variété sans

courbure singuliére en collant (S,0) et (C x [0, 2],7) le long de C et

de C x {0} puis (C x [0, 2],5) et (Sc, (15)25) le long de C x {1}
et de C. De plus, si € < -Il?, la métrique obtenue a une courbure
K < 1— ¢, et on peut la régulariser en maintenant cette condition.
Enfin, toujours si on choisit €’ assez petit (cette fois avec en particulier
€ < %—) elle n’aura pas de géodésique de longueur L < 27 — € car
une telle géodésique devrait soit étre dans S (car £ > 0, donc S est
convexe et une géodésique sortant de S doit passer par Sc¢; mais alors
sa longueur vérifie L > 27 pour € petit), soit étre dans un voisinage
de Sc (ce qui est impossible pour € petit).

a
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Corollaire 8.3. Dans les conditions du lemme 8.2, (Q,w) admet au moins
deuz immersions isométriques dans S; ayant un I-jet donné en un point
donné.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le lemme 8.2 pour prolonger la métrique
en une métrique convenable sur S2, puis le théoréme 6.6 pour obtenir deux
immersions isométriques de S? dans Sf’, chacune correspondant a un coté du
plan tangent au point ou le 1-jet est fixé (cf. la remarque suivant le lemme
6.6. a

Nous allons maintenant appliquer le corollaire 8.3 pour trouver un
résultat d’existence d’immersion pour des surfaces complétes (non com-
pactes). On va pour cela compléter la notion de longueur de la plus courte
géodésique fermée en tenant compte de ce qui peut se passer & ’infini:

Définition 8.4. Soit (S, o) une surface compléte munie d’une métrique rie-
mannienne et s € S. Pour z € S, on note L, la longueur de la plus courte
boucle non homotope & {z} passant par z. On peut alors poser

E((S,0)) = inf L,

E((S,0)) est une sorte d’équivalent & P'infini de la longueur de la plus
courte des géodésiques fermées.

Nous pouvons maintenant trouver une classe de surfaces completes ad-
mettant une immersion isométrique elliptique dans 513:

Théoréme 8.5. Soit (Q,w) une surface riemannienne compléte telle que:
1. Q admet un plongement régulier dans S?;
2. K(w) <1 —¢€ pour un certain € > 0;
3. (Q,w) n'admet pas de géodésique fermée de longueur L < 27 + ¢;
4. E((S,0)) > 2.

Alors (Q,w) admet au moins deuz immersions isométriques elliptiqgues dans
S3 ayant un I-jet donné en un point donné.

Démonstration. On va procéder en plusieurs étapes pour utiliser les résultats
précédents.
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e Choisissons zop € Q. Siz € S et d(z, () est assez grand, il existe une
courbe fermée non homotope & {z}, passant par z, et dont la courbure
k vérifie partout soit £ < 0, soit £ > 0 (k étant pris négatif quand
la convexité de la courbe est vers zp). On peut en effet trouver une
géodésique «y : [0,L] — S avec y(0) = y(L) = z (il suffit de prendre
la plus courte des courbes passant par z dans une classe d’homotopie
donnée; puis il suffit de la régulariser en “étalant” 1’angle qu’elle fait
en z sur le reste de la boucle, ce qui est possible en déplagant chacun
de ses point de moins de € pour tout € > 0 donné.

e Il existe une suite croissante (K,)neny de domaines compacts (& bord)
de , vérifiant les conditions du lemme 8.2, tels que Upen K, = Q.
En effet, le seul probléme est de choisir les K,, tels que leurs bords
vérifient la condition 4 du lemme 8.2, mais c’est possible sans quoi 2
aurait des “branches” qu’on ne peut pas “couper” par des courbes C
ayant soit L(C) > 2w et k < 0, soit £ > 0. Or pour tout z € S, il
existe une courbe <y simple non homotope & {z} passant par z et a
courbure k de signe constant; comme E((Q2,w)) > 27, cette courbe a
une longueur L > 27, et suivant que £ > 0 ou k& < 0, on est dans I'une
des deux versions de I’hypothése (4) du lemme 8.2, et on peut utiliser
v pour “couper” Q en deux composantes connexes (car 2 admet un
plongement dans S2).

e Sizg € Ko et I € Isom(T,2,5}) alors les (Kn,wk,) admettent
chacun deux immersions isométriques fL et f2 dans S} telles que
gL fi(zo) = I pour i € {1,2}. Il suffit en effet d’appliquer le lemme
8.2.

e Il existe des sous-suite des (f2) = (j'f%) qui convergent (comme
suites d’applications de K, dans E) vers des immersions pseudo-
holomorphes fZ ; de plus, fL # f2 car leur comportement est différent
au voisinage du point de Ky ou le 1-jet est fixé (les f,i correspon-
dent & des immersions se trouvant d’un coté du plan tangent en ce
point, les f~,2L de l'autre). Il faut pour le voir raisonner comme dans
la démonstration du théoréme 5.5. Ces limites sont alors des 1-jet

d’immersions isométriques, car les plis sont exclus par la géométrie
des (Kn,wk,)-

e D’aprés la condition (3) (et le fait que (Q,w) est compléte), les fi ne
peuvent étre inclus dans une surface de pli, et correspondent donc 4
des immersions isométriques de (©2,w) dans S3. Cf. le théoréme 5.6.
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O

Le fait d’imposer que  admette un plongement régulier dans S? est
nécessaire pour que notre construction fonctionne: en effet, sinon, il existe
un domaine compact de £ qui n’admet pas de tel plongement dans S2,
et nos découpages et recollements ne nous conduiront pas & des sphéres
(seules surfaces compactes de type espace immergées). A P’opposé, il existe
des surfaces de type espace complétes immergées dans ,5'13 dont la projection
“orthogonale” sur un S? totalement géodésique n’est pas un difféfomorphisme
global; de telles surfaces ne peuvent pour la méme raison pas étre obtenues
par notre méthode.

Réciproquement, le théoréme suivant montre que la condition imposée
sur E((S,0)) n’est pas déplacée:

Théoréme 8.6. Soit (S,0) une surface compléte telle que E((S,o)) < 2.
Alors (S,0) n’admet pas d’immersion isométrique elliptique dans S3.

Démonstration. Supposons que E((S,0)) = 2m — 2¢. Si L; admet un mini-
mum local m < 27 en un point zg € S, alors il existe une géodésique passant
par zo de longueur m, et le lemme 7.1 nous montre que (S, c) n’admet pas
d’immersion isométrique dans S3.

Sinon, on peut trouver une géodésique vy : Ry — S (parametrée par la
longueur d’arc) partant & linfini telle que L : ¢+ L, soit une fonction
décroissant vers 27 — 2e.

Soit zq le point de vy tel que L, = 27 —¢, et B la fonction de Buseman :

(8.1) B: S— R
(52) 2 Jim do(y(0),70) — do((2),)

Choisissons € > 0, prenons une fonction C*® croissante 1) : R — R valant
1 pour ¢t < 0 et 1+ 2¢ pour ¢t > ¢y > 0 en ayant partout une dérivée majorée
par € /4. Notons enfin ¢ = (3 o B)?0.

Alors par construction il existe pour & une géodésique fermée de longueur
L < 7—¢ correspondant & un minimum local de la fonction L, définie comme
la longueur pour & de la plus courte courbe non homotope & 0 passant par
z. Et comme le gradient de 1) o B est majoré par €' /4, cette géodésique pour
& a aussi une courbure (géodésique) majorée par € pour o et sa longueur
pour o est au plus 27 — e.
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On en déduit, en utilisant la remarque qui suit la démonstration du
lemme 7.1 avec un € assez petit, que (S,0) n’admet pas d’immersion
isométrique dans S3. O

Contrairement aux résultats d’existence d’immersions isométriques, ce
résultat peut se démontrer en utilisant un résultat parallele de [RH93] ;
réciproquement, on peut démontrer le résultat polyédral en utilisant ce
résultat lisse. Par contre, les démonstrations sont tres différentes.

Il est d’ailleurs facile de voir que le théoréme 7.5 permet de montrer un
résultat analogue sous des hypothéses de courbure de Ricci :

Théoréme 8.7. Soit (V™,v) une variété de dimension n d courbure de
Ricci inférieure strictement a (n — L)v et telle que E((V,v)) < 2m. Alors
(V™,v) nadmet pas d’immersion isométrique dans S{Hl.

La démonstration est la méme que pour le théoréme précédent : on fait
apparaitre une courbe de longueur L < 27 qui est soit géodésique, soit
& courbure géodésique suffisamment petite, et on peut alors montrer que
son image par une immersion isométrique serait nécessairement une courbe
elliptique de S{H'l, ce qui est interdit par le lemme 7.1.

Concluons en remarquant que les résultats présentés ici dans le cas
d’immersions dans S sont essentiellement valables pour tous les espace
lorentziens de dimension 3 complets & courbure constante 1. On sait en
effet (voir [Wol74]) qu’il existe exactement 3 tels espaces : S3, son quotient
RP} par l'application antipodale, et un autre quotient, @3, par l'action de
Z5 qui, dans un modele de S§ ~ S? x R, envoie (0, u) sur (—o,u).

Or Q3 peut s’écrire comme RP? x R muni de la métrique ch(r)?cangpz —
dr?, donc les surfaces compactes qui y admettent des immersions de types
espace sont homéomorphes soit 3 S? (elles ne sont alors pas plongées), soit
4 RP? (elles le sont alors nécessairement). Dans le premier cas, les immer-
sions se relévent en plongements dans 57, et dans le second cas, ce sont
leurs revétements & deux feuillets qui admettent des plongements dans S3.
De plus, les immersions dans Q? sont elliptiques si et seulement si ces im-
mersions déduites dans .5'13 le sont, ce qui résoud le probléme dans ce cas.

Par contre, RP} peut se voir comme l'espace total d’un fibré en droite
“tordu” au dessus de RP? ; les surfaces qui y admettent des immersions de
type espace sont encore homéomorphes soit 3 $2, soit & RP?. Dans le premier
cas, elles ne sont pas plongées et les immersions se relévent en plongements
dans Sf’ qui sont elliptiques si et seulement si elles le sont ; dans le second
cas, par contre, elles ne peuvent pas étre elliptiques, sans quoi on pourrait
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en déduire des plongements elliptiques de S2 dans S pour lesquelles deux
points antipodaux sur $? seraient envoyés sur deux points antipodaux de
S3, avec des convexités dirigées vers deux cotés opposés de la surface; ce qui
est impossible puisque 'immersion est elliptique.

On pourrait donc utiliser les résultats qui se trouvent plus haut pour
caractériser toutes les immersions elliptiques de surfaces compactes dans
des espaces lorentziens complets de dimension 3 a courbure constante 1,
et pour donner des résultats d’existences d’immersions (et de plongements)
concernant les surfaces complétes.
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