
COMMUNICATIONS IN 
ANALYSIS AND GEOMETRY 
Volume .4, Number 2, 285-331, 1996 

Surfaces convexes dans des espaces lorentziens a 
courbure constante 

JEAN-MARC SCHLENKER 

Resume 

Nous etudions les immersions isometriques de surfaces a courbure K < 
KQ dans des espaces lorentziens de dimension 3 a courbure constante, 
et en particulier les degenerescences de suites de telles immersions. 
Nous en deduisons des resultats d'existence et d'unicite d'immersions 
isometriques de surfaces compactes dans I'espace de Sitter, ainsi que 
des resultats d'existence quand les surfaces sont seulement completes. 

Abstract 

We study isometric immersions of surfaces with curvature K < KQ in 
3-dimensionnal Lorentz spaces with constant curvature KQ, and more 
specifically degeneracies of sequences of such immersions. Then we use 
those results to prove existence and unicity for some isometric immer- 
sions of compact surfaces in the de Sitter space, as well as existence 
results for complete surfaces. 

1. Introduction et resultats. 

Soit (S,cr) une surface munie d'une metrique a courbure K < KQ et 
(M,/i) un espace lorentzien de dimension 3 a courbure constante egale a 
KQ. Nous allons etudier les immersions isometriques de (S,cr) dans (M,//). 

Ce probleme d'immersion isometrique est dit "uniformement elliptique", 
car I'operateur differentiel qui decrit Timmersion Test. La courbure ex- 
trinseque de Timmersion (qui peut se calculer a partir des courbures sec- 
tionnelles de S et M par la formule de Gauss) est uniformement positive, et 
la surface immergee est localement convexe. Voir [Gro86] pour de nombreux 
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resultats concernant les immersions isometriques dans des espaces rieman- 
niens et pseudo-riemanniens. 

Le cas ou la variete M est riemannienne et non lorentzienne a ete etudie 
en detail, d'abord par Pogorelov (cf. [Pog73]) et Nirenberg (cf. [Nir53]). 
Plus tard, M. Gromov (cf. [Gro85]) a mis a point une methode basee sur 
les "courbes pseudo-holomorphes" particulierement efficace pour resoudre 
certains problemes elliptiques sur des surfaces. On pourra trouver dans [Pan] 
un expose tres lisible de certains aspects de cette methode. L'utilisation des 
courbes pseudo-holomorphes a permis a F. Labourie (cf. [Lab89] [Lab87] et 
surtout [Lab94]) de simplifier considerablement et de generaliser les resultats 
anterieurs concernant les immersions isometriques convexes dans les espaces 
M riemanniens. Dans le cas ou M est 1'espace de Minkowski de dimension 
3, les immersions isometriques de surfaces compactes de type espace sont 
impossibles, mais d'interessants resultats existent quand meme, voir part 
exemple [SG85], [Sok79]. 

Nous allons commencer par donner quelques exemples typiques de 
degenerescences de suites d'immersions uniformement elliptiques dans des 
espaces lorentziens a courbure constante. Puis nous verrons comment, malgre 
Pabsence de compacite du probleme, on peut encore appliquer des methodes 
de courbes pseudo-holomorphes quand Fespace M est a courbure con- 
stante ; nous nous concentrerons sur le cas ou M est Fespace lorentzien 
simplement connexe a courbure constante 1, Sf. Get espace peut s'obtenir 
comme une "pseudo-sphere" dans I'espace de Minkowski de dimension 4, 
soit {x G Ri | (x\x) — 1}, muni de la metrique induite par celle de R\. 
Cf. [0'N83] pour la geometric lorentzienne, et [CM62] pour les principales 
propriete de S\, etc... 

En particulier, il existe une "dualite" entre S\ et if3, qui permet 
d'associer a un 2-plan de S\ un point de jff3 et a un 2-plan de iJ3 un point 
de S\ (en passant par Poperation qui a un 2-plan de R\ associe son 2-plan 
orthogonal). Ainsi, on associe a une immersion elliptique d'une surface dans 
i?3 une immersion elliptique de la meme surface dans S'3, et reciproquement. 
De plus, la premiere forme fondamentale (c'est a dire la metrique induite) de 
chacune de ces immersions est la troisieme forme fondamentale de Pautre. 
Cette dualite ne sera pas utilisee ici (sauf pour le lemme 5.6, ou on peut 
facilement s'en passer) mais est importante pour comprendre le probleme; 
consulter [RH93] pour plus de details sur ce sujet. 

Nous allons trouver des similitudes avec le cas riemannien, mais aus- 
si des differences importantes. En particulier, des degenerescences de 
suites d'immersions uniformement elliptiques de surfaces compactes peu- 
vent se produire. II existe encore un resultat decrivant les limites sans 
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degenerescences de suites d'immersions dans un espace lorentzien simple- 
ment connexe a courbure constante M: 

Theoreme 5.5. Soit (j)n : D -> M une suite d'immersions de type es- 
pace uniformement elliptiques du disque telles que ((f)*go)neN converge C00 

vers une metrique g^ et que la suite des courbures moyennes Hn soit (uni- 
formement) d'integrale majoree, et soit (xn)neN telle que (xn) et (j1^^)) 
convergent. Alors il existe une suite extraite de <f)n qui converge C00 vers une 
immersion isometrique. 

Mais il faut aussi un resultat decrivant les degenerescences; c'est le: 

Theoreme 5.6. Soit (fn)neN - D —> M une suite d'immersions de type 
espace uniformement elliptiques du disque, telle que (fn9o)neN converge C00 

vers g^. Soit (xn)neN une suite convergeant vers x^ telle que (iVn^n)) 
converge, mais sans que (/n) converge C00 au voisinage de XQQ. Alors il existe 
une suite extraite de (fn)n€N, qu'on notera encore {fnjneN, une geodesique 
maximale 7 3 #00 de (D,goo) ct un segment geodesique T de M, tels que 
(fnl'y) converge vers une isometric sur T. 

Ce phenomene "empeche" certaines surfaces d'admettre une immersion 
isometrique dans Sf. On va demontrer en particulier un enonce propose par 
CD. Hodgson et I. Rivin dans [RH93] (voir aussi [Riv86]) concernant les 
immersions de spheres: 

Theoreme 7.3. Soit a une metrique sur S2, XQ € S^yo £ ^i; ct so^ 
I G Isom(TXoS

2,Ty0Si); alors {S2,cr) admet un plongement isometrique f 
uniformement elliptique dans Sf, telle que que j1 f(xo) = I, si et seulement 
si 

• (S'2,cr) n'admet pas de geodesique fermee de longueur L < 27T; 

• la courbure de (Sf2,cr) verifie partout K < 1. 

/I existe alors exactement deux tels plongements distincts. 

Ce resultat est lie au theoreme d'Andreev et aux resultats de Hodgson 
et Rivin sur les polyedres convexes de iJ3 (cf. [Riv86, RH93]) dont il pent 
se voir comme une version lisse. En effet, la dualite qui existe entre H3 et 
Sf montre que Fetude des immersions isometriques elliptiques de surfaces 
dans Sf correspond a Tetude des immersions de surfaces convexes dans Hs 

a troisieme forme fondamentale donnee ; quand on remplace les surfaces 
par des polyedres, on constate que les polyedres convexes de Sf a metrique 
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(longueur des cotes) donnee correspondent aux polyedres convexes a angles 
diedraux donnes dans iJ3, d'ou la relation au theoreme d'Andreev [And70] ; 
on pourra consulter [Riv86] ou [RH93] pour ces questions. Ainsi, le theoreme 
7.3 peut se formuler en disant qu'une metrique a sur la sphere S2 est la 
troisieme forme fondamentale d'une immersion dans i?"3 si et seulement si 
sa courbure est strictement majoree par 1 et si elle n'admet pas de geodesique 
fermee de longueur inferieure a 27r. 

Au passage, la demonstration de ce theoreme nous menera a des resultats 
un peu en marge des autres (cf. la section 7 pour les definitions). Le premier 
est le : 

Theoreme 7.4. Soil (p : Vk -4 S™ une immersion elliptique de type espace 
d'une variete complete dans S™, n > k > 1. Alors la courbure sectionnelle 
de (Vi(j)*go) est partout inferieure strictement a 1 (quand k > 2), et on a: 
Volk(V)> Volk(S

k,can). 

mais on peut aussi donner un resultat de non-existence d'immersions 
isometriques en codimension 1 sous des hypotheses de courbure de Ricci : 

Theoreme 7.5. Soit (Vn,^) une variete riemannienne (connexe) de dimen- 
sion n (eventuellement a bord, ouverte,etc...) a courbure de Ricci verifiant : 

(1.1) Vv e V, Vx e TVV, Ric(x,x) < (n - l)is(x,x) 

Supposons que (V^u) admet une geodesique fermee de longueur L < 27r. 
Alors (V,v) n'admet pas d'immersion isometrique dans 5{l+1. 

L'interet principal de ces deux resultat est qu'on peut esperer qu'ils se 
generalisent au cas de certaines espaces lorentziens a courbure variable. 

Ensuite, Tutilisaition des resultats concernant les surfaces compactes nous 
permettra de passer au cas de surfaces completes et d'obtenir le: 

Theoreme 8.5. Soit (Q,u) une surface riemannienne complete telle que: 

1. Q, admet un plongement regulier dans S2; 

2. K(UJ) < 1 — e pour un certain e > 0; 

3. (CI,UJ) n'admet pas de geodesique fermee de longueur L < 2'ir + e; 

4- la borne inferieure des longueurs des courbes fermees non homotopes 
a 0 de (ft, a;) est strictement superieure a 27r. 
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Alors (O, UJ) admet au moins deux immersions isometriques elliptiques dans 
Sf ayant un 1-jet donne en un point donne. 

Enfin nous finirons par une sorte de reciproque a ce resultat, qui montre 
que les hypotheses faites ne sont pas deplacees: 

Theoreme 8.6. Soit (S, a) une surface complete, dans laquelle il existe une 
courbe fermee non homotopiquement triviale de longueur inferieure stricte- 
ment a 2n. Alors (S,cr) n'admet pas d'immersion isometrique elliptique dans 
Sf. 

II est clair que la seule surface compacte admettant une immersion de 
type espace dans Sf est S2] en effet, Sf pent s'ecrire sous la forme S2xR avec 
la metrique cli(r)2cans2 —dr2, r etant la coordonnee sur i?, et done toute sur- 
face S immergee de type espace est un graphe (de pente majoree par ch(r)) 
au-dessus de 52; si S est compacte et connexe, S est done diffeomorphe a 
S2. Nous nous limiterons done, chaque fois qu'on aura affaire a une surface 
compacte de type espace immergee dans Sf, a considerer le cas de S'2. Le 
meme raisonnement nous montre d'ailleurs qu'une surface compacte connexe 
de type espace immergee dans Sf est toujours plongee. 

II faut enfin remarquer que les demonstrations d'existences d'immersions 
isometriques presentees ici sont essentiellement C00 a cause de Tutilisation de 
resultats sur les courbes pseudo-holomorphes, qui sont enonces dans ce cadre. 
Par contre, les enonces de non-existence sont valable dans un cadre moins 
regulier. II n'est pas evident (contrairement au cas ou Pespace ou se fait 
1'immersion est riemannien) d'en deduire des resultats dans des categories 
moins regulieres par approximation. Par contre, les resultats polyedraux de 
[RH93] laissent supposer que des resultat moins regulier sont peut-etre vrais. 

Les resultats presentes ont ete obtenus sous la direction de Prangois 
Labourie; il a une grande part dans les idees nouvelles qu'on pourra trouver 
ici. Je tiens aussi a remercier I. Rivin pour les interessantes remarques qu'il 
m'a communiquees. 



290 Jean-Marc Schlenker 

2    Exemples de degenerescences 

Dans le cas ou Tespace ou se font les immersions est riemannien et non lorentzien, les 
degenerescences de suites d'immersions isometriques uniformement elliptiques sont bien 
comprises (cf. [Lab87]). Deux phenomenes sont remarquables : d'une part, meme quand 
une suite d'immersions isometriques (convergeant en un point) ne converge pas C00, 
elle admet une sous-suite qui converge C0, En efFet, la metrique riemannienne assure 
que Timage d'un compact par Timmersion reste dans un compact. 

D'autre part, Frangois Labourie [Lab87] a montre qu'il ne pouvait pas exister de 
degenerescence de suites d'immersions uniformement elliptique d'une surface compacte. 

Nous allons montrer parTetude de deux exemples simples que la situation corre- 
spondant a un espace %;cible" lorentzien est plus complexe. 

Commengons par etudier une suite d'immersions du disque dans Rf. On peut partir 
d'une immersion "symetrique" du disque comme ci-dessous : 

Figure l.a 

Augmentons maintenant Tune des courbures principales tout en diminuant I'autre 
(en gardant le produit constant pour satisfaire a la formule de Gauss). La surface 
immergee se deforme de la fa^on suivante : 

Figure l.b 
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Si on mene ce processus jusqu'a son terme, on voit apparaitre a la limite 
une surface qui est Fintersection suivant une geodesique de type espace de 
deux surfaces totalement geodesiques tangentes au cone de lumiere : 

Figure l.c 

On constate dans cet exemple qu'on a pas de convergence C0 : en effet, 
a Texception des images reciproques de la geodesique de pli, tous les points 
du disque sont envoyes par la limite a Finfini. Ceci correspond a la proximite 
des plans tangents a Timage des immersions et du cone de lumiere de Rf. 

Par ailleurs, on peut avoir degenerescence de suites d'immersions uni- 
formement elliptiques de surfaces compactes. Ce phenomene apparait dans 
Sf (qui est essentiellement le seul espace lorentzien a courbure constante 
dans lequel on peut faire des immersions elliptiques de surfaces compactes) 
mais nous allons I'aborder par I'intermediaire de ff3, en utilisant la dualite 
entre iJ3 et Sf qu'on a rappelee dans Pintroduction. 

Considerons done la suite de surfaces obtenues de la fagon suivante : 
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K=l 

Figure 2.a 

On a joint deux morceaux de sphere (de courbure 1) par un "cylindre" 
hyperbolique de courbure —1/2 dont on peut faire tendre la longueur vers 
Pinfini. Comme ces surfaces sont a courbure K > — 1, elles admettent des im- 
mersions isometriques elliptiques dans if3, dont on peut exiger par exemple 
qu'elles soient symetriques par rapport a un point fixe de H3. 

Un point interessant est qu'on verifie facilement (en utilisant les 
symetries de ce modeles ainsi que les bornes d'aire) que les troisiemes formes 
fondamentales de ces immersions convergent vers une metrique du type suiv- 
ant : 

K=l/2 K=l/2 

Figure 2.b 

Par contre, comme les deux "spheres" de la surface de la figure 2.a ten- 
dent vers Pinfini dans H3, les images des immersions par la dualite de H3 

dans Sf degenerent dans S3. On peut verifier que, dans cet exemple, la 
degenerescence se produit le long de P "equateur" de longueur 27r dans la 
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figure 2.b ; nous montrerons dans la suite de ce chapitre que ce phenomene 
est general, et que toutes les degenerescences ressemblent a celle ci. 

3. Courbes pseudo-holomorphes. 

Les outils qu'on va presenter ici ont ete developpes par M. Gromov 
(cf. [Gro85]) pour etudier les problemes hyperboliques sur les surfaces. Ils 
sont valables dans un cadre beaucoup plus general que celui ou nous al- 
lons utiliser, et nous ne ferons appel qu'a certaines de leurs interessantes 
proprietes. Mais nous allons rappeler de fagon assez complete, dans cette 
section, la demonstration des enonces que nous utiliserons car nous sommes 
dans un cadre legerement different de celui ou ils sont d'habitude presentes, 
en particulier en ce qui concerne les arguments de compacite : nous allons 
utiliser des objets equivariants dans des espaces non compacts. 

Commengons par rappeler quelques definitions classiques: 

Definition 3.1. Une structure presque-complexe sur une variete V est un 
automorphisme de fibres vectoriels J : TV -» TV tel que J2 = —/. J sera 
dite calibree par une 1-forme (3 si 

Vx e TV, d(3{x, Jx) > 0 

Si V est munie d'une structure riemannienne dont la restriction a P est 
J-hermitienne, on dira que J est e-calibree (e > 0) par /3 si 

\/xeTV, d(3(x,Jx) >e||a;||2 

et si de plus 

VrrETV, /3(x) < -||n:|| 

Si P est une une distribution de p-plans, on dira que (3 calibre J respec- 
tivement a P si J(P) C P et si les identites ci-dessus sont vraies lorsque 
x € P. 

Les varietes presque complexes sont done des generalisations immediates 
des variete complexes: on n'exige pas de condition d'integrabilite de J. La 
calibration peut etre vue comme une generalisation de la 1-forme de Liouville 
d'une forme de Kahler. 

Introduisons les courbes pseudo-holomorphes de M. Gromov (cf. 
[Gro85]): 
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Definition 3.2. Soit (F, J) une variete munie d'une structure presque com- 
plexe et (*?, Jf) une surface de Riemann, c'est a dire une surface munie d'une 
structure complexe. Une application (j) de S dans V est pseudoholomorphe 
si 

\/veTS)MJ,v) = AM*)) 

Elles correspondent aux courbes holomorphes quand la variete d'arrivee 
est complexe et non pas seulement presque complexe. Le miracle qui les 
rend utiles est que beaucoup des propriete des courbes holomorphes, et en 
particulier leur regularite, sont preservees; la reconnaissance de ce fait fon- 
damental est due a M. Gromov, qui 1'a utilise en particulier pour montrer 
un resultat de degenerescence de courbes pseudo-holomorphes (cf. [Gro85]). 

En associant a un probleme elliptique une structure presque complexe sur 
un espace bien choisi, de maniere a ce que les solutions correspondent a des 
courbes pseudo-holomorphes, on peut au moins dans certains cas obtenir 
des resultats par des methodes geometriques; voir [Gro85] pour d'autres 
exemples que celui presente ici. 

Nous donnons ici une version "equivariante" du "lemme de Schwarz" de 
Gromov; 1'introduction d'une action de groupe va nous permettre d'utiliser le 
"gros" groupe d'isometries de 5f pour compenser son absence de compacite. 

Lemme de Schwarz. Soit G un groupe de Lie et E —> F un G-fibre prin- 
cipal sur une variete compacte, muni: 

• d'une distribution de p-plans V C TE 

• d'une structure presque-complexe J definie sur V (done a valeurs dans 
V) 

• d'une metrique fi dont la restriction a V est J-hermitienne 

ces trois objets etant invariants par faction de G. Soit (f> une fonction 
pseudo-holomorphe de D, le disque unite de C, dans une region e-calibree 
de E ((j) est done telle que pour x E D, (t)*{TxD) C V). Alors les derivees de 
(j) en 0 sont majorees a priori. 

Pour demontrer ce lemme, nous allons suivre la methode de P. Pansu 
dans [Pan], et en particulier utiliser trois propositions qui sont proches de 
certaines de celles qui se trouvent dans Particle cite. La premiere permet 
de se ramener a la recherche d'inegalites isoperimetriques (elle provient 
integralement et presque mot pour mot de [Pan]): 
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Proposition 3.3. Soit (S, a) une surface riemannienne, r > 0, et I: R+ -4 
i?+ son "profit isoperimetrique", c'est a dire que 

Vr G i2+>/(r) = sup{s G R+ \ VO C 5, (Aire(Q) >r)=> (L(dn) > s)} 

Supposons que I soit tel que: 

1. au voisinage de 0, / est au moins euclidienne, plus precisement 

1(a)2 < 
.2   .     47ra 

1 + e(a) 

avec 
f   , . da 

< oo 
Jo a 

2.  au voisinage de Vinfini, I est strictement mieux que euclidienne, plus 
precisement 

/oo 

I(a)~2da < oo 

Alors pour toute immersion conforme f : D —> S du disque unite dans S, 
on a 

l/'(0)| < C(I) 

ou C est une constante ne dependant que de I. 

Demonstration. (Cf. [Gro85] ou [Pan]) Notons a(r) = Aire(/(Dr)), ou Dr = 
{z G C |   \z\ < r}, et ip une primitive de J~2. On a alors 

JdDr 27rr    JdDr 27rr 

et done par integration, si s < t, 

47r^(a(t)) - log(7rt2) > 47r^(a(5)) - log(7r52) 

Mais d'apres Phypothese (1), 

du 
Anu 

et puisque 

r i{u)-2du> r ■P-+ fae(n)- 

70 a 

da 
< oo 
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on voit qu'on pent ajouter une constante a ip pour avoir 

lim 47n/>(a) — log (a) = 0 
a-)-0 

On a alors 

log |/'(0)| = lim log ^ = lim[47r^(a(t)) - log(7rt2)] 
5->0 7TSZ t->0 

done 
log \f'(0)\ < lim[47r^(a(t)) - log(7rt2)] < 47r^(oo) 

d'ou le resultat d'apres Fhypothese (2). □ 

II nous suffit done, pour montrer le lemme 2.2.3, de trouver deux 
inegalites isoperimetriques. D'abord, pour a petit, on utilise une majoration 
de la courbure des surfaces pseudo-holomorphes dans E (cf. encore [Gro85] 
ou [Pan]): 

Proposition 3.4. Dans la situation du lemme 2.2.3, la courbure moyenne 
d'une surface pseudo-holomorphe S dans E est majoree par une constante. 
La courbure (intrinseque) de S pour [j,\g est aussi done majoree par une 
constante. 

Demonstration, (provenant encore de [Pan]) On peut sans difficulte comp- 
leter J et /i en une structure presque complexe et en une metrique J- 
hermitienne toutes deux (7-invariante sur E tout entier. On a alors la formule 
suivante pour la courbure moyenne d'une surface pseudo-holomorphe dans 
E: 

H = ti(dJ)ls 

et comme H ne depend done que des derivees (premieres) de J, on a par 
compacite de E/G et par invariance de J par I'action de G que H est 
uniformement majoree. Mais on en deduit alors grace a la formule de Gauss 
et a la majoration de la courbure sectionnelle K de E (qui provient encore 
de la compacite de E/G et de Tinvariance de // par Faction de G) que la 
courbure K de S verifie: 

K<K+-\H\
2
 < Const 

□ 

Utilisons maintenant Fhypothese de calibration pour trouver une autre 
inegalite isoperimetrique, utile cette fois quand a —► oo: 
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Proposition 3.5. Dans la situation du lemme 2.2.3, soit S une courbe 
pseudo-holomorphe dans E, fi un domaine de S inclus dans une region 
e-calibree de E et dQ son bord. On a alors: 

Aire(n) < e"2L(afi) 

Demonstration. Comme {3\s e-calibre une region de S contenant fi, on a: 

Aire(O) < e"1 / dp = e"1 /   (3 < e-2L(90) 

D 

Demonstration, (du lemme 2.2.3) On a trouve les deux inegalites isoperime- 
triques necessaires pour obtenir, d'apres la proposition 2.4, une majoration 
de la derivee premiere de </> vue comme application conforme de D dans 
(^Mirs)? c'est a dire comme application pseudo-holomorphe de (D, JQ) (^O 

etant la structure presque complexe naturelle de D) dans (5, J). II reste a 
remarquer qu'il existe une structure presque complexe naturelle sur I'espace 
des 1-jets d'immersions de D dans E, qui rend pseudo-holomorphes les 1- 
jets des immersions pseudo-holomorphes; on obtient done une majoration 
de la derivee seconde de </> en 0, etc ... Le lecteur curieux pourra pour cela 
consulter [Gro85] ou [Pan]. □ 

II nous reste a rappeler deux lemmes techniques provenant de [Lab89], 
qui precisent le comportement a la limite de suites d'immersions pseudo- 
holomorphes dans une variete presque complexe. 

Notons pour cela E une variete, G2{E) la grassmannienne de ses 2-plans; 
si / : D —> E est une immersion, notons / : D -4 G2{E) I'application na- 
turelle deduite. Supposons E munie d'une suite Jn de structures presque 
complexe convergeant C00 vers JQQ, et d'une suite /xn de metriques Jn- 
hermitiennes convergeant (7°° vers /ioo- On a alors le resultat de non- 
degenerescence suivant, extrait sans modification de [Lab89], qui contient 
en plus sa demonstration: 

Proposition 3.6. Soit (fn)neN une suite d'immersions Jn-pseudo-holo- 
morphes de D dans (E,Jn), convergeant C00 sur les compacts vers /QQ non 
constante, telle que (fn)neN converge. Alors /QQ est une immersion. 
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En termes simples, ceci signifie que le fait que les fn soient pseudo- 
holomorphes suffit pour assurer que, si ils admettent une limite en tant 
qu'applications a valeurs dans la grassmannienne des 2-plans, alors cette 
limite est soit completement degeneree (la limite des fn etant constante) 
soit au contraire partout reguliere (la limite des fn est une immersion). 
Continuous avec un lemme de [Lab89] concernant le comportement a la 
limite d'une suite d'immersions pseudo-holomorphes du disque : 

Proposition 3.7. Si Vaire des fn(D) est uniformement bornee, alors 
foo{dD) est inclus dans la limite de Hausdorff des fn(dD). 

La demonstration de cette proposition qui se trouve dans [Lab89] reste 
valable ici, bien qu'on se trouve dans un cas un peu different. 

Enfin voici un dernier lemme tire mot pour mot de [Lab89] (qui le 
presente comme un result at de [Gro85]) : 

Proposition 3.8. Soit n : F —t E un fibre muni d'une connexion sur 
une variete presque-complexe E, et dont la fibre est kdhlerienne. On munit 
Vespace total de la structure presque-complexe induite. Soit (hn) une suite 
d'applications pseudo-holomorphe de D dans F telles que: 

1. (TT O hn) converge; 

2. les hn(D) sont inclus dans un compact K; 

3. K possede un voisinage U dont Vintersection avec chaque fibre est de 
H2 de nul 

Alors les derivees des hn sont majorees a priori. 

Get enonce nous permettra d'eviter les problemes dus a I'apparition pos- 
sible de singularites sur les limites de suites de courbes pseudo-holomorphes 
convergentes. Sa demonstration est d'ailleurs une consequence assez facile de 
ce qui precede : la calibration correspond a la 1-forme de Kahler (avec la con- 
dition topologique) et la compacite permet d'utiliser le lemme de Schwarz, 
la version equivariante n'etant d'ailleurs pas necessaire. 

4. Structure presque complexe. 

Nous allons voir comment utiliser les outils de la section precedente pour 
etudier les immersions elliptiques de surfaces dans un espace lorentzien M 
de dimension 3 simplement connexe a courbure sectionnelle constante (cette 
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hypothese n'est pas absolument indispensable, mais c'est ce cas qui nous 
sera utile dans la suite). L'essentiel de cette section est similaire a ce qu'on 
peut trouver dans [Lab89]. 

Nous allons commencer par introduire des notations concernant les es- 
paces qui nous seront utiles par la suite: 

Definition 4.1. On choisit une surface riemannienne compacte (avec ou 
sans bord) (S, a) et on notera E le fibre Isom(T5, TM) au-dessus de S x M. 

On remarquera que le groupe Isom(M) agit de maniere naturelle sur 
E, et que comme cette action est transitive sur les 2-plans de TM de type 
espace, £'/Isom(M) est homeomorphe a S. On est done dans la situation du 
lemme de Schwarz sous la forme enoncee plus haut. 

Precisons maintenant la structure de E en suivant [Lab89] ou [Lab94]: 

Proposition 4.2. En tout point g : TSS —> TmM de E, on pent ecrire de 
maniere canonique: TgE c^ TsS x TmM x TmM. 

Demonstration, (cf. [Lab89]) II suffit de remarquer que si on se donne g = 
(s,m,u) G S x M x Isom(Ts5,TmM), alors on peut construire simplement 
un diffeomorphisme d'un voisinage de (3,m, e) G S x M x 50(2,1) sur 
un voisinage de g dans E, en utilisant Taction naturelle de 50(2,1) sur 
TmfM ~ Rf et en envoyant (s7, m', a) G S x M x 50(2,1) sur 

g' :TsfS^TmfM 

x^(U^ oaouoUs
sf){x) 

ou 11^ designe le transport parallele le long des geodesiques de longueur 
minimimale de mam' dans M et de s a s' dans S. Puis on verifie 
qu'en passant aux espaces tangents, on a bien Fidentification annoncee car 
TmM c^ Te50(2,1) (V identification peut se faire en passant par les "pro- 
duits vectoriels" car la metrique de TmM est non degeneree). □ 

Nous allons continuer a suivre [Lab89] et definir dans le cas ou 
Fimmersion est elliptique (ce qui revient a imposer Ks < 1 partout) une 
distribution de 4-plans qui jouera un role fondamental: 

Definition 4.3. (cf. [Lab89]) En tout point g : TSS -» TmM de E, on note 
k = ^KQ — Ks(s), ou KQ est la courbure sectionnelle de M, et on pose 

V = {H(u,v) = {u,g(u),kg(v)) \u,ve TSS} C TgE 
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On definit de plus une structure presque-complexe sur V par 

JH(u,v) =H{v,-u) 

et une metrique /i sur V par 

IJL{H{U, V):H{U\ V')) = k(a{u, v!) + a{v, v')) 

On remarque alors que si / : S ->- M est une immersion, on peut en 
deduire / = jlf : S -► E] Im(T/) est alors partout tangent a V, et /(S') 
est J-pseudo-holomorphe (en tant que courbe non parametree). On peut 
d'ailleurs verifier facilement que la structure complexe /* J induite par / 
sur S coincide avec celle qui est definie par la troisieme forme fondamentale 
M de Timmersion. En fait, la condition de tangence a V et celle de J-pseudo- 
holomorphie correspondent, ensemble, aux conditions d'holonomie qui ex- 
priment qu'une application de S dans E = Isom(TS', TM) est le 1-jet d'une 
immersion elliptique de S dans M; le fait que ces conditions d'holonomie 
prennent une forme pseudo-holomorphe est lie au caractere elliptique du 
probleme. Mais on va voir qu'il existe d'autre surfaces pseudo-holomorphes 
possibles dans £?, qui apparaitront comme limites "degenerees" de 1-jets de 
suites d'immersions elliptiques. 

L'introduction des 4-plans V correspond au fait que tout 1'espace n'est 
pas "utile": en fait, les applications de S dans E qu'on va considerer sont 
induites par des immersions isometriques de S dans M, ce qui implique des 
conditions d'holonomie qui correspondent entre autres a la tangence a ces 4- 
plans; mais comme ils ne forment pas une distribution integrable, on ne peut 
pas vraiment se ramener a une variete plus petite. Par ailleurs, la version 
du lemme de Schwarz qui se trouve plus haut nous autorise a ne definir les 
quantite importantes que sur V, c'est a dire la ou elles ont une signification 
geometrique. 

On notera dans la suite MK0 I'espace simplement connexe a courbure 
sectionnelle constante egale a KQ, et pour x G Mx0, Nx sera Fensemble des 
points y G MK0 tels que les geodesiques de longueur minimale joignant x a y 
soient de type espace et de longueur au plus 7r/2y/Ko (on verifie facilement 
que, quel que soit KQ G ii, toutes les geodesiques reliant x et y sont de 
meme type, et que si y G Nx il existe alors une unique dont la longueur est 
minimale). 

Definissons maintenant un automorphisme de fibre J' sur p*MTM ("tire" 
par la projection PM ' E -» M de TM vu comme fibre sur M) en posant 
que la restriction de Jr a pl(TS) (qu'on peut voir comme un sous fibre de 
p*MTM grace a 1'immersion) est la structure complexe Ja associee a cr, et que 
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la restriction de J' au fibre normal a p* (TS) dans p*MTM pour la metrique 
induite par /J sur p*MTM est Tidentite. On peut alors poser (presque) comme 
dans [Lab89]: 

Definition 4.4. On definit un champ de vecteurs hx sur Nx par 

hx(m) ^exp"1^) 

et une 1-forme (3X sur E au-dessus de Nx par 

/3x(u,v,w) = — det(/ia;,n, J'w) 

pour (uiV,w) G TgE, n etant le vecteur normal unitaire ((n|n) = —1) a 
Im(g) C TM. 

La calibration se fait comme dans le cas riemannien; nous aurons pour 
cela besoin d'une hypothese d'ellipticite uniforme des immersions: la cour- 
bure K de S doit verifier K < 1 — e' pour un ef > 0 fixe (ce qui revient a 
imposer k > ko > 0). La proposition suivante ainsi que sa demonstration 
sont alors proches d'un lemme du a F. Labourie dans [Lab89]: 

Proposition 4.5. J est e-calibree respectivement a V dans la region de E 
au-dessus de Nx par d/3x pour un certain e > 0. 

Demonstration, (cf. [Lab89]) Par hypothese, k > ko > 0, ce qui correspond 
a Fellipticite uniforme. D'abord si (u,v,w) E TSS x TmM x TmM alors 

\px(u,v,w)\ = \det(hx,n,J,w)\ < \\hx\\.\\w\\ 

done   
\(3x(u,v,w)\ < 7r\\w\\ < —yjn((u,v,w),(u,v,w)) 

ko 

Ensuite, si (ui, vi, tui), (^2,^27^2) ^ TSS x TmM x TmM avec m G Nx, alors 

dl3x((ui)vuwi),(u2,V2,W2)) = - det(vi,n, J,W2) + det(v2,n, J'wi) 

et done si m G Nx,g : TSS -> rmM et 1/ E V" C T^JS, on peut ecrire z/ sous 
la forme z/ = H(u,v) = (u^gu^kgu) avec u, ?; E TjS' ;on a Ju = H(v, —u) = 
(v,gv,—kgu) et done : 

(4.1) d(!}x(v, Jv)    =    — det(tx, n, kJ'(—u)) + det(?;, n, feJ'v) 

(4-2) =   *(NlJ + ll«llJ) 
(4.3) =   /i(i/,i/) 
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et done J est bien e-calibree par dpx pour un e > 0 lie a fco- □ 

On a meme en fait un pen plus: (3X est invariante par Faction de G. Mais 
ce fait ne nous sera pas utile dans la suite. Par contre, f3x ne calibre J que 
respectivement a V mais e'est suffisant. L'interet de cette proposition reside 
dans ce que Timage par une immersion isometrique uniformement elliptique 
d'un disque de rayon assez petit est toujours contenu dans Nx, ou x est 
Pimage du centre du disque. 

Enfin le resultat technique suivant est necessaire pour utiliser le lemme 
de Schwarz dans les cas qui nous interesseront: 

Proposition 4.6. Soit (S,a) avec K(a) <1 — e, x€S,yeE; dors il 
existe A, B > 0 tels que pour toute immersion isometrique f : S -> M telle 
que j1f(x) = y, il existe un voisinage U de x dans S, homeomorphe au 
disque, tel que: 

JuH<A; 

dE(j1f(x),j1f(dU))>B. 

la distance dans E etant definie comme la borne inferieure des longueurs des 
chemins allant d'un point a un autre en etant partout tangents aux 4-plans 
V ou la metrique est definie. 

Demonstration. Par etapes: 

• Notons SQ, Pensemble des points de M qui peuvent etre joints a f(x) 
par un segment geodesique (de type temps) de longueur —a. On peut 
definir dans un voisinage compact K' C E de jlf(x) une application 
n : K' -> EQ, (pour a assez petit) en envoyant un y G K' sur la 
premiere intersection avec Sa, dans la direction de la normale orientee 
a 5, de la geodesique partant de TTM^/), (la projection de y sur M) 
avec pour vitesse iV(y), la normale unitaire a Im(y). 
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Figure 3 

Si on choisit K1 assez petit, il existe une constante Ci > 0 telle que 
pour tout £ G TE de la forme £ = H(u^ v), Tangle oriente (sur S) entre 
u et v etant dans [0,7r], on ait: 

(4.4) M > CiM 

II suffit pour le voir de constater que cette propriete est vraie dans le 
cas ou I'espace d'arrivee est Rf, et est stable par petites deformations 
de la metrique. 

Notons S" = 7Cs(Kf)m II existe alors une constante C2 > 0 telle que 

(4.5) VzeTStf
>||(no//),*||>C2.||*|| 

En effet, pour z G TS, on a: {j1f)^{z) = H(z,Jz) qui est bien de 
la forme H(u,v) avec un angle oriente entre u et v dans [0, TT], et on 
deduit (2) de (1) et de la forme de la metrique /J,. 

Considerons la fonction 

K'2\{(v,yY\yeK'}->R 

(y, *) »-> dsiy, z)/dxa (n(y),n(z)) 

On verifie que cette application est continue, et minoree au voisinage 
de {(y,y) | y E K'}] elle admet done une borne inferieure C3 > 0 par 
compacite de if'. 
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• Pour a, j9 assez petits, I'image de noj1/ contient Bp((noj1f)(x)) C SQ, 

grace a (2); on pent done poser U = (n o j1 f)~l(Bp{(n o jlf){x))) et 
on a par definition de C3 que 

dE{x,dU)>Cs.p 

• Enfin on verifie que ^H < A car le jacobien de 1'identite vue comme 
application de (5,/) dans (5, (i1/)*//) est jff.fc, et Paire pour /i de 
{3lf)(U) est majoree par Aire(^((n o jlf){x)))ICl d'apres (1). 

□ 

5. Degenerescence d'immersions elliptiques. 

L'etude de ces degenerescences permet de completer 1'espace des immer- 
sions isometriques d'une surface dans M; elle nous sera utile pour demontrer 
des resultats d'existence d'immersions isometriques . 

Nous allons suivre ici en partie la demarche de [Lab89], a ceci pres que des 
suites d'immersions de surfaces compactes peuvent degenerer, ce qui n'etait 
pas possible dans le cas riemannien. Les resultats presentes ici peuvent etre 
rapproches de ceux, plus generaux, de Labourie [Lab]. 

Nous allons commencer par introduire (comme dans [Lab89]) certaines 
surfaces pseudo-holomorphes de E qui sont justement celles qui ne provien- 
nent pas d'immersions elliptiques ; mais elles peuvent etre limite de courbes 
deduites d'immersions : elles correspondent au "pli" d'une surface le long 
d'une geodesique de M. 

Definition et proposition. Soit 7 une geodesique maximale de (S,a), T 
une geodesique maximale de M de type espace, et p : 7 —> T une isometrie 
du revetement universel 7 : / -> M de 7 sur F. La surface de E definie par 

£(7,r) = U,ej{0 G Isomm{s)S,Tpms))M) \ g^(s)) = F'} 

est pseudo-holomorphe; on Vappellera surface de pli associee a 7, F et p. 

Demonstration. On verifie sans mal que si a E S alors 

TaZ = {H(\1',w')\\,»eR} 

done TffTi C V et T^E est invariant par J. □ 



Surfaces convexes dans des espaces lorentziens a courbure constante   305 

On pourra trouver d'interessantes considerations sur ces surfaces de pli, 
ainsi que sur d'autres aspects specifiques des equations de Monge-Ampere, 
dans [Gou96] ; il y est en particulier montre que, dans un cadre assez general, 
ce sont des solutions particulieres des equations qu'on peut "echanger" avec 
des solutions "usuelles" en faisant agir sur Fespace des 1-jets de fonctions sur 
une surface des transformations de contact (pour la structure canonique de 
cet espace de 1-jets) qui se trouvent laisser invariantes la classe des equations 
de Monge-Ampere telle que la definit [Gou96]. Cet aspect des equations de 
Monge-Ampere permet de mieux comprendre par exemple pourquoi on a des 
resultats de regularite pour les convergences vers des solutions qui semblent 
au premier abord tres degenerees... 

Toujours comme dans [Lab89], nous allons montrer que les "surfaces 
de pli" correspondent aux seules limites non regulieres possibles de suites 
d'immersions. Pour commencer, nous montrerons qu'il n'existe pas de point 
isole ou la courbure moyenne H devient infinie. 

Plagons nous pour cela en un point ou H est assez grande pour imposer 
que les deux courbures principales soient distinctes, et notons TTS la projec- 
tion de V sur T((j1/)Sf), u la 1-forme de connexion du repere des directions 
principales (le repere orthonorme qui diagonalise E) et W = 1/H. On a la 

Proposition 5.1. W est solution sur (S^E) de: 

dW o J = Wrj + (1 - 4,k2W2)n*suj 

ainsi que de 

d{dW oJ)-dWAr) = W{dr] - &kir*su) A d{kW)) + (1 - 4K2W2)7r*sn) 

ou 77 est une 1-forme ne dependant que de -KS- 

Demonstration. Le lecteur est invite a se referer a [Lab89], propositions 3.6 
et 3.7. □ 

Nous allons maintenant nous placer dans le cas correspondant a I'etude 
d'une degenerescence d'une suite d'immersions, c'est a dire que nous 
noterons: 

• S une surface; 

• (fn)neN une suite d'immersions e-elliptiques de S dans M; 

• (9n)neN = {fn9o)neN et #00 sa C^-limite, elle aussi supposee exister; 
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• 

• 

(Jn)n£N la suite des structures complexes induites sur S par les 
deuxiemes formes fondamentales des fn; 

(Hn)neN la suite des courbure moyennes associees, et Wn — 1/Hn\ 

(xn)neN une suite de S convergeant vers XQQ et telle que (^fni^n)) 
converge dans E. 

On a (comme dans [Lab89]) la 

Proposition 5.2.  (Wn) admet une sous suite qui converge C00 vers une 
fonction Woo* Qui es^ sott toujours, soit jamais nulle. 

Demonstration, (cf. [Lab89]) On va utiliser certains des resultats rappeles 
plus haut. Choisissons un point po € S \ dS. On va montrer qu'une suite 
d'applications du disque D dans £?, deduite de (j1 fn(S))neNi admet une 
sous-suite qui converge C00 dans un voisinage de jlfn(po) vers une im- 
mersion pseudo-holomorphe. On en deduira que (Wn)n^N converge C00 en 
1'interpretant comme le determinant de la projection de jlfn{S) sur S. 

Choisissons encore un point y^ G Isom(Tp0S', TM) et notons 7n une suite 
d'elements de G tels que 7nJ1/n(Po) = J/o 5 c'est possible car G = Isom(M) 
agit transitivement sur le fibre des reperes orthonormes de M. On commence 
par utiliser le lemme 4.6 pour deduire des fn des voisinages On de po tels 
que pour des A, B independants de n, on ait 

(5.1) [   Hn< 
JOn 

et 

(5.2) dE(j1fn(po)J1fn(dOn))>B 

On pent done introduire des applications pseudo-holomorphes fn de D 
dans E donnees par la representation conforme du disque D dans On suivie 
de 1'application j1/™ et enfin de 1'action de 7™. De plus, on peut utiliser 
la calibration fournie par la proposition 4.5 et le lemme de Schwarz 2.2.3 
montre que les derivees des fn sont majorees (independemment de n) en 
tous les points interieurs de D. 

Or on a choisi la suite (j^neN de fagon a ce que 'Yn-j1fn(po) converge, 
et la majoration sur les derivees des fn montre que I'image des compacts 
de D contenant po par les fn reste dans une boule de E (encore pour la 
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distance definie par la borne inferieure des longueurs des chemins joignant 
deux points et tangents a V). 

On peut done appliquer a la suite {fn)neN le theoreme d'Ascoli sur les 
compacts de D, et en extraire une sous-suite C^-convergente (vers une 
limite /oo) a laquelle nous nous restreindrons dorenavant. 

Comme Hn est le rapport des elements d'aires entre (S,(j) et jlfn(S) 
munie de la metrique induite par /z, (5.1) montre que I'aire des fn(D) est 
uniformement bornee. On peut done appliquer la proposition 3.7, et foo(dD) 
est contenue dans la limite de Hausdorff des fn(dD) ; alors (5.2) montre que 
/oo n'est pas une application constante. 

Montrons que /QQ est une immersion. Considerons pour cela la suite des 

releves fn des fn dans la grassmannienne G2V des 2-plans complexes de 
V. C'est un fibre sur E dont la fibre, conforme a CP1, est kahlerienne. 
De plus, le releve dans G2V d'une immersion pseudo-holomorphe a valeurs 
dans E est presque-complexe car c'est la composee du 1-jet de Fapplication 
(dont il est connu qu'elle est pseudo-holomorphe a valeurs dans un fibre 
presque-complexe, cf. I'appendice de [Pan]) par la projection sur G2F, qui 
est une application presque-complexe (il suffit pour le montrer de verifier 
que c'est vrai dans la fibre, et done dans le cas ou on remplace V par 
C2). De plus, les fn sont en fait a valeur dans I'ensemble des 2-plans de 
V qui se projettent sur TS avec un determinant positif, qui est en chaque 
point de E une hemisphere. Si on se limite a la convergence au voisinage 
d'un compact de 1'image de /oo, on se trouve done dans les conditions de la 
proposition 3.8, avec pour compact K le produit de cet hemisphere (compact 
et homeomorphe a D2) avec un voisinage compact de I'image de /oo dans 

E. La proposition 3.8 nous fournit une majoration des derivees des /n, et 
on peut done a nouveau appliquer le theoreme d'Ascoli et se ramener a 

une sous-suite de fn qui converge ; la sous-suite associee de (fn) converge 
alors d'apres 3.6 vers une immersion pseudo-holomorphe, et /oo est done une 
immersion. 

Nous avons done montre que les fn convergent C00 vers une immersion 
pseudo-holomorphe de D dans E. Or les Wn peuvent s'interpreter comme 
les determinants des projections des ^fniS) sur 5, et ils convergent done 
C00 vers le determinant de la projection de I'image des fn sur 5, soit W. Ce 
resultat correspond d'ailleurs aussi a I'ellipticite des equations considerees ! 

II reste a utiliser des majorations issues de la proposition 5.1 pour se 
ramener au principe du maximum pour un operateur elliptique (visible dans 
la proposition 5.1) qui nous montre que si W = 0 en un point, alors W = 0 
dans un voisinage de ce point, et done W = 0 partout. □ 



308 Jean-Marc Schlenker 

On se restreint ensuite a la sous-suite de (fn) associee a une sous-suite 
de (Wn) qui converge; on la notera encore (fn). On peut alors etudier ce qui 
se passe dans les deux cas; d'abord 

Lemme 5.3. Si Woo n'est jamais nulle, alors foo{D) est inclus dans le 
graphe du 1-jet d'une immersion isometrique /QQ, et (fn)neN converge C00 

vers foo. 

Demonstration. (Cf. [Lab89]) W est le determinant de la projection de 
f00(D) sur 5, done dans ce cas f00(D) est inclus dans le graphe du 1-jet 
d'une immersion isometrique. Le lemme 2.2.3 implique alors la regularite de 
la convergence. □ 

On peut decrire ce qui se passe localement dans le cas d'une degene- 
rescence; notons pour cela B Tapplication lineaire symetrique associee a la 
deuxieme forme fondamentale, e'est a dire que pour v,w G TxS,H(v,w) = 
I(v,Bw). On peut alors enoncer le 

Lemme 5.4. Si WQQ est toujours nul, alors f00(D) est inclus dans une sur- 
face de pli S(75r); de plus, pour a assez petit, 7|[_Qja] est limite des courbes 
integrates cn passant par 7(0) de la direction principale associee a la plus 
petite valeur propre de Bn. De mime, T est la limite des fn(cn)- Enfin, f^ 
est une isometric locale de 7 sur T. 

Demonstration. (Cf. [Lab89]) Dans ce cas, (Wn)neN converge C00 vers 0 car 
W est le determinant de la projection de (j1/)(£') sur S. Done d'apres la 
premiere equation de la proposition 5.1, TT^U converge aussi vers 0. Si on 
note cn la courbe integrale de la direction associee a la plus petite valeur 
propre de i?, sa courbure geodesique tend done vers 0 et cn tend vers une 
geodesique 7 de S', et comme la valeur propre correspondante de B tend vers 
0 sur 7, hn(cn) tend vers une geodesique F de M. On en deduit que f00(D) 
a une infinite de points communs avec la "surface de pli" £(7)r) 

e^ done 
(principe de Carleman pour deux courbes pseudo-holomorphes, cf [McD91]) 
fooiD) C E(7ir). □ 

II faut remarquer que I'aire, pour la metrique induite par celle de E, du 
domaine d'une surface de pli S(7,r) qui se projette sur un segment 7|[to,ti] 
donne est infinie; comme la convergence vers les surfaces de pli est uniforme 
sur les compacts, on va voir que le fait que WQQ = 0 implique (en revenant 
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sur {S^Qoo)) la divergence de Pintegrale de la courbure moyenne (qui corre- 
spond a I'aire sur j1/(5) pour la metrique induite par celle de E) dans tout 
voisinage d'un point du pli. Une hypothese de borne uniforme de cette quan- 
tite pour les fn conduit done a exclure la convergence possible de (jlfn)neN 
vers une surface de pli, et on a le: 

Theoreme 5.5. Soit (fin : D —> M une suite d'immersions de type espace 
uniformement elliptiques du disque telles que ((j)*go)neN converge C00 vers 
une metrique g^ et que la suite des integrales des courbures moyennes Hn 

soit majoree par une constante, et soit (^n)/!^// telle que (xn) et (jVrcC^n)) 
convergent. Alors il existe une suite extraite de (j)n qui converge C00 vers 
une immersion isometrique. 

Demonstration. Soit Kv une suite de compacts de D contenant limn_^00a:Tl. 
Supposons qu'il existe un p tel que la courbure moyenne Hn des (f)n ne 

soit pas bornee sur Kp. Par compacite de Kp, on pourrait trouver une suite 
extraite des (j)n et une suite (ym)meJV de points de D convergeant vers yoo 
telles que i?m(ym) tende vers Pinfini, et on aurait alors (eventuellement en 
remplagant les fn par des kn o /n, ou kn G Isom(M)) apparition d'un "pli" 
£(7jr) 

en Voo a la limite. 
L'aire de la region Q, de S(7jr) Q11! se trouve au-dessus d'un segment 

7|[r,s] suffisamment petit de 7 contenant 2/00 est infinie; or toute cette region 
est contenue dans la limite L de (^n(^))neiv? sans Q110! il existerait un 
z E O fl dL\ on pourrait alors trouver une suite (tn) d'elements de D tels 
que {jl4>n(tn)) converge vers z, ce qui impliqueraSt que !(tn) converge vers 
un point du pli. Mais alors d'apres la proposition 4.6, on en deduirait qu'il 
existe A, B > 0 et une suite de voisinages Un des tn dans Z?, homeomorphes 
au disque, tels que: 

• IuH<A 

• dE{z,3lfn{dUn))>B 

et une boule de centre z et de rayon B serait dans L, done z ne pourrait 
done pas etre sur le bord de L. 

II faut alors remarquer que l'aire de jl(/)n(D) est egale a I'integrale sur D 
de iTn, qui est bornee par hypothese. L'existence d'un p tel que la courbure 
des (fin ne soit pas bornee entraine done une contradiction, et done pour tout 
p, il existe une borne sur les fonctions Hn sur Kp. 

Or une borne sur les Hn permet de controler le rapport des elements 
d'aire pour a et pour if, ainsi que le facteur conforme entre II et la metrique 
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induite par les j1^ sur S ; done si les Hn sont bornes sur Kp, et puisque 
OVn^n)) converge, (f)n(Kp) reste inclus dans un compact de E. On pent 
done (par un precede diagonal) trouver une suite extraite de (jVn) qui 
converge sur une suite de points dense dans Kp, et done sur Kp. On obtient 
ainsi une sous-suite de (</>n) qui converge C0 sur D, et on peut appliquer les 
lemmes 5.2 et 5.4 pour conclure. □ 

Contrairement a ce qui se passe dans le cas riemannien, des degenere- 
scences d'immersions de surfaces compactes peuvent reellement se produire; 
le lemme ci-dessus nous donne alors une indication precise de la fagon dont 
les choses se passent. En effet, supposons que les images Sn des immersions 
fn : S -> M convergent C0 vers SQQ mais ne convergent pas C1 en s G 
S, alors que (j1 fn{s))neN* converge, et que les f*go convergent C00 vers 
une metrique a riemannienne; les images des applications (/)n associees dans 
Fespace des 1-jets convergent (sur les compacts) vers une surface de pli, et 
les Sn convergent done vers une surface pliee le long d'une geodesique 7, 
et tangente au cone de lumiere en dehors de 7. Cela entraine que a admet 
une geodesique fermee passant par /oo(«s), et de longueur 27r puisque elle 
coincide avec une geodesique de M. C'est grace a cette remarque qu'on va 
pouvoir "eviter" les degenerescences dans la suite pour trouver un resultat 
d'existence d'immersions. 

Theoreme 5.6. Soit (fn)neN '- D —> M une suite d'immersions de type 
espace uniformement elliptiques du disque, telle que (fn9o)n€N converge C00 

vers goo- Soit (xn)neN une suite convergeant vers XQQ telle que (j1 fn{xn)) 
converge, mais sans que (/n) converge C00 au voisinage de x^. Alors il existe 
une suite extraite de {fn)neN, qu'on notera encore {fn)neNi une geodesique 
maximale 7 3 XQQ de (D^QQ), et un segment geodesique T de M, tels que 
{fn\ry) converge vers une isometrie sur T. 

Demonstration. On peut appliquer la proposition 4.6 pour se ramener dans 
la situation decrite apres la proposition 5.1; les "bons voisinages" que cette 
proposition nous donne permettent en effet (grace a la representation con- 
forme) de faire apparaitre des applications de D dans E pseudo-holomorphes 
auxquelles on peut appliquer le lemme 2.2.3. 

On peut alors appliquer un raisonnement similaire a celui qu'on a fait 
dans la demonstration du theoreme 5.5, et extraire de (j1/™) une sous-suite 
convergeant C00 vers sur les compacts vers une courbe pseudo-holomorphe. 
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On a suppose que (fn) ne converge pas C00 au voisinage de a;, ce qui 
implique que H y devient infinie (sans quoi le theoreme 5.5 s'appliquerait). 
Mais alors grace a la proposition 4.3, Woo est toujours mil, et grace au lemme 
5.4, on sait que (jlfn)(D) converge vers une surface de pli, ce qui implique 
en revenant de E dans M qu'il existe un 7 correspondant au pli, et que /oo 
est une isometrie de 7 sur un segment geodesique F de M (cf. lemme 5.4). 

Or si la suite des j1 fn(D) tend vers une surface de pli sur un compact, 
elle y converge au-dessus de D tout entier (principe de Carleman a nouveau), 
ce qui se traduit par le fait que 7 peut se prolonger jusqu'au bord de D. 
De meme, il ne peut pas y avoir 2 telles geodesiques 71 et 72, sans quoi 
jlfn(D) convergerait C00 vers S^j^) sur un compact et vers E(72jr2) sur 
un autre; mais alors j1^ convergerait (par connexite de D) vers E^Pi) 
et vers E(72)r2) sur tous les compacts (cf. le principe de Carleman), et on 
devrait avoir que E(7l)ri) = S(725r2), ce qui impliquerait que 71 = 72.        □ 

En fait, la convergence se fait, au voisinage d'un point de Finterieur de 
F et en dehors de F, vers une sur surface immergee tangente au cone de 
lumiere, puisque on a convergence vers £(7>r) dans les compacts de E. Cette 
situation est d'ailleurs assez differente de celle qui se presente dans le cas 
riemannien, ou F. Labourie a montre [Lab87] qu'il y a "enroulement" des 1- 
jets des immersions isometriques autour des surfaces de plis, qui apparaissent 
comme des "tubes". 

Remarque. II existe une reciproque: si une telle geodesique 7 existe et 
est envoyee sur une geodesique de M, alors il n'y a convergence C00 en 
aucun point de 7. En effet, si il y avait convergence (7°° ce serait vers une 
immersion isometrique (proposition 5.2 et lemme 5.3); or dans ce cas Tune 
des courbures principals serait necessairement nulle sur 7 (car son image 
etant geodesique, on aurait #(7', 7') = 0 alors que E est une forme positive 
de determinant non nul dans le cas elliptique), et la courbure moyenne serait 
done infinie, ce qui est impossible pour une immersion isometrique. 

Corollaire 5.7. Soit (fn)neN une suite d'immersions de S2 dans Sf, telle 
que (crn)neN — {fn9o)neN soit une suite de metriques sur S2 convergeant 
(joo vers une mgtriqUe Q-^ yerifiant la condition suivante: 

sa courbure verifie K(Too < 1 — e et a00 nJadmet aucune geodesique 
fermee de longueur L < 27r. 

Supposons de plus qu'il existe une suite (xn)rieN de points de S2 qui converge 
vers XQO et telle que ^fni^n) converge dans E. Alors il existe une suite 
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extraite de (fn)neN Qui converge (7°° vers une immersion isometrique /oo 
de (5f2,c700) dans S^. 

Demonstration. C'est une consequence du theoreme 5.6, car nos hypotheses 
d'une part impliquent Puniforme ellipticite de la suite d'immersions, et 
d'autre part empechent la degenerescence en interdisant Tapparition d'un pli 
le long d'une geodesique de longueur 27r. Or toutes les geodesiques fermees de 
Si sont de longueur 27r, car Tune d'entre elle a longueur 27r (cf. le modele de 
Si qui se trouve dans Fintroduction) et les autres s'en deduisent par action 
du groupe d'isometries de Sf, qui agit transitivement sur TiSf. On peut done 
appliquer les memes methodes que pour la demonstration du theoreme 5.5 
pour montrer qu'il existe une suite extraite de (j'Vn) qui converge C0, puis 
la proposition 5.2 et les lemmes 5.3 et 5.4 pour en deduire que la suite cor- 
respondante extraite de (fn)neN converge vers une immersion isometrique, 
car les plis sont interdits. □ 

C'est cet enonce qui va nous permettre de donner des resultats d'exi- 
stence et d'unicite d'immersions isometriques elliptiques ; il decrit en effet 
les degenerescences de fagon assez precise pour permettre de montrer que 
dans certains cas, elles ne peuvent pas se produire, ce qui reviendra a savoir 
qu'un certain operateur est propre. 

6. Analyse. 

Le contenu de cette section est plus ou moins classique, les demonstra- 
tions seront done raccourcies. Le lecteur pourra se reporter a [Ham82] pour 
les outils fondamentaux, ou a [Lab89] ou la meme mecanique est utilisee 
dans un cas similaire. 

Le moteur "reel" des operations qui sont effectuees est I'ellipticite des 
equations qui decrivent notre systeme, mais il est ici "cache" derriere les 
courbes pseudo-holomorphes et en particulier le lemme de Schwarz. 

Definition 6.1. On choisit un point s de S2 et un e > 0; on notera dans la 
suite: 

• F I'espace des immersions / : S2 -> 5f telle que f*gs^ soit a courbure 
K < 1 — 6, muni de la topologie C00; 

• G I'espace des metriques sur S2 a courbure K < 1 et dont toutes 
les geodesiques fermees sont de longueur strictement superieure a 27r, 
muni de la topologie C00; 
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• H Fespace des couples (go, I) ou go G G et / est une isometrie de 
(TsS

2,go) dans TSf, muni de la topologie "produit" naturelle; 

• P Foperateur de F dans H qui a une immersion / associe le couple 
(/*So,Ts/). 

Lemme 6.2. P est un revetement a deux feuillets. 

Demonstration. Elle decoule immediatement des propositions 6.3 a 6.6. □ 

Proposition 6.3. H est connexe. 

Demonstration. II suffit de montrer que G est connexe; en fait il est 
facile de voir qu'il est meme connexe par arcs. Soit en effet 0-1,02 G G; 
posons at = tai + (1 — t)a2. (Jt est une metrique riemannienne pour 
tout t € [0,1] ; par ailleurs, notons K la borne superieure des courbu- 
res, L la borne inferieure des longueurs des geodesiques fermees des a^ et 
M — max(i;C/(l - e), (L/27r)2). Definissons aj pour t G [0,1] par 

• sit6[0Ji],c7,t = (l-3t + ^)c7i; 

• site [|,§], &[ = ^crst; 

• sHe[§,l], a{ = (3t-2 + 2^)^; 

II est clair par construction que pour tout t G [0,1], a't E G. D 

Proposition 6.4. P est un homeomorphisme local. 

Demonstration. Voir [Lab89]; il faut verifier qu'on est dans le cadre des bons 
espaces de Frechet developpe dans [Ham82], ce qui correspond a Fellipticite 
des equations, et utiliser le theoreme de Nash-Moser. □ 

Proposition 6.5. P est propre. 

Demonstration. C'est une consequence du corollaire 5.7. En effet, supposons 
que {fn)neN, fn G F, est telle que (jlfn(s)) converge et que les (f*go) 
convergent C00. On se trouve (grace a la definition de G) dans la situation 
du corollaire 5.7, avec une suite {xn)n^N constante egale a 5, et il existe done 
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une suite extraite de (fn) qui converge C00 vers une immersion isometrique 
de (S^CTOO) dans Sf. Done (fn) converge dans F. Nous avons done montre 
que si une suite {hn)neM d'elements de H est telle que (P(hn)) converge, 
alors (hn) admet une sous-suite convergente, ce qui implique que P est 
propre. □ 

II reste a trouver un cas simplement analysable pour servir de "germe" 
a I'argument de deformation qui se trouve plus haut; le plus simple est de 
se servir de S2 munie de la metrique a courbure constante egale a e G]0,1[; 
on notera cette metrique ae. On a le 

Lemme 6.6. Si e e]0,l[, XQ G S2,yo £ Sf, et g £ Isom{TXQS
2,TyQSl), 

alors il existe exactement deux immersions isometriques de (5,2,cre) dans S^ 
admettant g comme 1-jet en XQ, et dies sont totalement ombilicales. 

Demonstration, plutot que d'utiliser une version elementaire du principe du 
maximum pour la courbure moyenne, on peut faire appel a la dualite entre 
Si et H3. En effet, il existe exactement deux immersions isometriques de 
(S2,cr-e-) dans Hs ayant un 1-jet donne en un point donne (cf. [Lab89] ou 

[Pog73]), et on en deduit en passant par les modeles canoniques de 5f et de 
H3 dans Rf qu'il existe exactement deux immersions isometriques de (S2, cre) 
dans Si ayant un 1-jet fixe en un point (cf. I'introduction). Reciproquement, 
si 0 est une immersion isometrique de (52,<7e) dans 5f, on en deduit par 
dualite une immersion isometrique de ^ de (52,(j_e_) dans H3; or il existe 
exactement deux telles immersions (si on fixe le 1-jet en un point, cf. a 
nouveau [Lab89] ou [Pog73]) et elles sont totalement ombiliques ; on en 
deduit que <f) est totalement ombilique car les courbures moyennes H et H 
de (j) et (/> sont reliees par 

*-£ 
D 

En fait, les deux immersions isometriques correspondent aux deux cotes 
du plan tangent a la surface immergee au point ou on fixe le 1-jet : on peut 
decider que la surface se trouve d'un cote ou de 1'autre de son plan tangent, 
et on a alors existence et unicite des immersions isometriques a 1-jet donne. 

Corollaire 6.7. Chaque point de H a exactement deux images reciproques 
par P. 
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Demonstration. C'est clair car le nombre d'images reciproques de P est 
constant sur H d'apres les proprietes de P ci-dessus. □ 

On deduit des resultats ci-dessus le fait plus geometrique suivant: 

Proposition 6.8. Soit a une metrique sur S2 a courbure K < 1 
et sans geodesique de longueur L < 27r; XQ G 52

; yo £ Sf, ei 
/ G Isom(TXoS

2,Ty0Si). Alors il existe exactement deux immersions 
isometriques </> de (S2,a) dans Sf idle que jVOso) — I- 

Demonstration. P est un revetement a deux feuillets, done en partic- 
ulier chaque element de 1'ensemble d'arrivee a exactement deux images 
reciproques. □ 

Bien entendu, les remarques faites dans Pintroduction montrent que ces 
immersions sont en fait des plongements ! De plus, elles se deduisent 1'une 
de 1'autre par une isometrie globale de Sf. 

II faut noter que Pargument de deformation que nous avons utilise 
ne permet absolument pas d'obtenir des informations sur les immersions 
isometriques de metriques qui admettent des geodesiques de longueur L < 
27T. En effet, la fonction qui a une metrique sur S'2 associe la longueur de 
sa plus courte geodesique fermee est continue ; done tout chemin joignant 
une metrique dont les geodesiques fermees sont de longueur L > 2'K a une 
autre ayant une geodesique fermee de longueur L < 2'K passe necessairement 
par une metrique admettant une geodesique de longueur exactement 27r, 
et une degenerescence du chemin associe dans Pespace des immersions 
isometriques peuvent se produire. La section suivante montre meme qu'une 
telle degenerescence doit necessairement se produire, sans quoi on ob- 
tiendrait une immersion isometrique que les resultats qui suivent interdisent. 

7. Reciproque. 

II est naturel de se demander si la proposition 5.8 est optimale, dans 
le sens ou les conditions qu'elle pose pour Pexistence d'une immersion 
isometrique elliptique d'une surface dans S^ sont vraiment necessaires, et en 
particulier si la condition concernant les longueurs des geodesiques fermees 
est naturelle. La reponse (positive) est donnee par le lemme suivant et par 
son corollaire: 
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Lemme 7.1. Soit 7 : R/LZ —► 5" une courbe C2 telle que 

Vt 6 [0,L] , (i{t)W{t)) = 1  6^ (7,/Wl7,,W) < 0 

ilZtfrs L > 2TT. 

Corollaire 7.2. ft' ?/ne surface (S,a) admet une immersion isometrique 
elliptique dans S^, alors ses geodesiques fermees sont de longueur L > 27r. 

Demonstration, (du corollaire 7.2) Le corollaire est evident si on admet le 
lemme, car si 7 est une geodesique (parametree par la longueur d'arc) tracee 
sur une surface immergee elliptiquement dans Sf, alors son acceleration est 
partout strictement de type temps. □ 

Un analogue de ce corollaire se trouve dans [RH93] dans le cas ou S 
est un polygone de 5^ (dont les faces sont totalement geodesiques et les 
aretes geodesiques). 7 est alors une courbe polygonales fermee. La preuve 
de [RH93] repose sur la dualite de 5f avec H3, et ne se generalise done pas 
immediatement au cas de S™. Une version polyhedrale du lemme 7.1 a ete 
trouvee (independamment) par R. Charney et M. Davis (voir [CD94]) mais, 
la aussi, la demonstration est tres differente de celle qui suit. 

Demonstration, (du lemme 7.1) Nous allons proceder en plusieurs etapes en 
nous ramenant a un probleme tres simple d'etude de courbes integrales d'un 
champ de vecteur. 

• Notons j(t) = (a{t),r(t)) avec cr(t) 6 Sn
1 r(t) G iZ, dans un modele de 

Si ~ (Sn x it!, cli(r)2can5n — cfr2); choisir ce modele revient a choisir la 
sphere Sn totalement geodesique qui y correspond a Pequation r = 0, 
ainsi que 1'orientation de son vecteur normal. On verifie a la main que 
7" = V7/7f s'exprime sous la forme : 

7"(*) = (r" + sh(r).ch(r)||a,||2)|: + (dtWo'W + th(r)||c7,||.r,)^ + a" 

et done que la la condition "(7" Wl7"(£)) < 0" se traduit par I'inegalite: 

(7.1) 
[r" + sh(r).ch(r)||a'||2]2 > [dt\\a'\\ + th(r)||a'||.r']2 + ||a"||2 

Dans le cas ou (7/|7,) = 1, \\a'\\ depend simplement de r' et ftHa'H de 
r' et de r", done en negligeant le terme en ||0-"|| et en isolant ceux en 
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r", on obtient que 

(7.2) ^yQ^r') 

avec $(a;,y) < 0 dans le domaine R+ x Rt c R2 {on que r" < i&(r,r') 
dans le cas ou la convexite de 7 est supposee dirigee vers les r 
decroissants, ce qui ne change rien). 

• Supposons qu'il existe s < t tels que r(s) > 0,r'(s) = 0,r(t) = 0, et 
r' < 0 dans ]5,t]; on associe a J^sj] une courbe (a;(r),j/(r)) E i22 en 
posant x(r) = r(r),y(r) = r^r); comme (7,|7/) = 1, on a 

L<™>-/*-/<!>-■*-iff 
et (a;,y) est telle que 

^(r) = y(T), ^(r) > ^(x(r),y(r)) 

• II existe une unique courbe integrale {(aJoWjl/oW) I T ^ [ro,5o]} du 
champ de vecteurs X de coordonnees (y,$(x,y)) sur i?2 partant de 
(x(r),0) et allant jusqu'a 1'axe Oy; elle correspond a un segment de 
geodesique 70 de 5f (c'est a dire au cas oil a" = 0 dans 7.1) allant 
d'un point ou sa valeur de r est maximale a un point ou elle est nulle, 
et sa longueur est done | (il s'agit d'un quart de geodesique de S™, 
et ces geodesiques ont toutes longueur 27r car elles se deduisent toutes 
les unes des autres par des isometrics de S™). 

• 

• 

• 

(a;(r),j/(r)) et (^oWiJ/oC7")) ne peuvent pas avoir de point commun a 
cause de 7.2, et 7 est done toute entiere situee dans le domaine de R2 

borne par Ox, Oy et 70 et ainsi, quand r E]r, s] et X(T) = XQ(T)^ on a 
yOO > yo{r)- 

de plus, ^'(T) = y(r) < 0 sur ]r, 5], done on a 

rs dx     rso dxo_ 

Jr    V       Jro    vo 

et done L(7|M) > L(70|[r0)So]) = | 

En repetant Foperation pour t < s,r(£) =0,^(5) = 0, r' > 0 sur [t, s[, 
on obtient que si r(s) = r(t) — 0 et r > 0 sur ]s,t[, alors 7|[Sjt]est 
de longueur strictement superieure a TT. II suffira done pour conclure 
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de choisir un modele de S'f dans lequel la fonction r associee a 7 soit 
strictement positive sur deux intervalles ouverts disjoints de RjLZ, et 
done de trouver une sphere totalement geodesique Sn dans S'f que 7 
coupe au moins 3 fois. 

• Une telle sphere existe: choisissons en effet un (n-l)-plan P 3 7/(0) de 
type espace de T^S™, et notons (St)teR ^ famille des Sn totalement 
geodesiques dont le tangent contient P, indicees par Tangle qu'elle font 
avec Tune d'entre elle notee So- Soit I Pensemble des u E R tels que 
Su rencontre 7 en-dehors de 7(0). / ne peut etre reduit a un point, 
sans quoi 7 serait incluse dans une hypersurface totalement geodesique 
de type espace et ne pourrait pas etre elliptique; done / contient un 
intervalle, et par une application directe du lemme de Sard, on voit 
qu'il existe UQ E R telle que SUQ est transversale a 7. II existe alors 
deux ouverts ]s,0[ et ]0, t[ de R/LZ sur lesquels le r associe a 7 dans 
le modele de S™ dans lequel SUQ = {r = 0} est positif. On clot ainsi la 
demonstration. 

□ 

Pour rendre la demonstration qui precede un peu plus transparente, la 
remarque suivante (due a Frangois Labourie) est importante : le cas ou 
n > 2 se deduit simplement du cas n = 2, ou plutot du fait que si, dans 
le revetement universel 5^ de S^, une courbe elliptique 7 rencontre pour 
t = 0 une geodesique go (g^ etant alors dirigee dans la direction opposee 
a la convexite de 7) alors j(t) £ g0 pour t < TT. En effet, on en deduit le 
resultat sur les intersections d'une courbe elliptique 7 avec une hypersurface 
totalement geodesique H car la surface engendree dans S™ par les normales 
a H passant par 7 est a courbure de Gauss nulle, done est un quotient de 
Si, ce qui implique que entre deux intersections avec if, la longueur de 7 est 
au moins TT quand sa convexite est dans le bon sens. Par contre, le resultat 
dans Sf doit se demontrer essentiellement comme plus haut dans le cas de 

Le corollaire 7.2 nous montre a posteriori que des degenerescences de 
suites d'immersions de spheres dans S^ peuvent vraiment se produire; sinon, 
les raisonnements faits plus hauts seraient encore valables pour des (5, a) 
admettant des geodesiques de longueur L < 27r, et on pourrait en deduire 
un resultat d'existence d'immersion isometrique de telles surfaces dans 5J*, 
ce qui n'est pas le cas. 
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Remarque. II est important de remarquer que le lemme 7.1 est "flexible": 
il pent en fait etre etendu aux courbes 7 qui sont "e-elliptiques" au sens ou 
d'une part elles verifient, pour un e > 0: 

Vt G [0,L] , <7W(i)> = 1 et <7"(i)l7"(*)> < e 

et ou d'autre part leur acceleration 7" reste hors de Tune des composantes 
connexes de Fensemble des vecteurs de type temps de TS*; leur longueur 
est alors au moins 27r — A(e), ou A est une fonction continue valant 0 en 0. 
On peut demontrer ce resultat a peu pres comme le lemme 7.1, mais, a la 
derniere etape, il faut choisir le point a partir duquel on cherche le Sn de 
reference avec plus de soin, et on ne peut eviter le cas ou 7 est incluse dans 
une hypersurface totalement geodesique (on utilise alors une minoration de 
la longueur des courbes a courbure majoree par e dans {Sn

1can)). 
On deduit du corollaire 7.2 une sorte de reciproque a la proposition 5.8: 

Theoreme 7.3. Soit a une metrique sur S2 ; alors (S2,cr) admet une im- 
mersion isometrique f uniformement elliptique dans S^ si et seulement si 

• (AS^CT) n'admet pas de geodesique fermee de longueur L < 27r; 

• la courbure de {S2^) verifie partout K < 1. 

iZ existe alors exactement deux telles immersions distinctes admettant un 
l-jet donne en un point donne, et ce sont des plongements qui se deduisent 
Vun de Vautre par une isometric globale de Vespace. 

On peut voir ceci comme une sorte de version reguliere du theoreme 
d'Andreev (cf [Vin93]) ; en effet, immerger dans if3 un polyedre dont les 
angles entre les faces sont donnees revient a immerger dans Sf un polyedre 
dont la "metrique" est donnee (la dualite entre iJ3 et Sf dont il est question 
dans Fintroduction s'etend a ce cas, cf [RH93]) et le theoreme 7.3 donne un 
resultat dans le cas ou le polyedre est remplace par une surface lisse. 

Ce resultat a d'ailleurs ete propose par C. D. Hodgson et I. Rivin dans 
la conclusion de [RH93], qui contient un theoreme similaire dans le cas ou la 
surface S est polyedrale ; mais les demonstrations de [RH93], qu'on pourra 
aussi trouver dans [Riv86], reposent sur la dualite entre Sf et IT3 et sont 
tres differentes de celles qu'on donne ici. 

Le corollaire 7.2 admet en realite une generalisation a un cas beaucoup 
plus large; en fait, son analogue reste vrai pour une immersion riemannienne 
(c'est a dire de type espace) elliptique (j) d'une variete de dimension k, soit 
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V*, dans S'f (k < n). On doit dans ce cas comprendre "elliptique" au sens 
de: 

Vv eTVk,(E(Mv),Mv))\n(Mv)Mv))) <o 
E designant la deuxieme forme fondamentale qui est maintenant une 2- 
forme sur TV a valeurs dans NV, le fibre normal sur V induit par </>. Plus 
precisement, on a dans ce cas le resultat suivant (dont la lecture n'est pas 
necessaire a la comprehension de ce qui suivra): 

Theoreme 7.4. Soit (/) : Vk -> S™ une immersion elliptique d'une variete 
compacte dans S™ (avec n > k). La courbure sectionnelle de (V,0*go) est 
partout inferieure strictement a 1, et on a: Volk(V) > Volk(Sk, can). 

Demonstration. Nous allons proceder en plusieurs etapes: 

• La courbure sectionnelle Ky de V est strictement majoree par 1. Soit 
en effet v G V, et P C TVV un 2-plan. Notons (e^^o,... ,n-k} une base 
orthogonale de iVyV, telle que (e^ei) = ei avec eo = —1 et ei — 1, % > TT. 

Notons Hi les composantes de II\p dans cette base; les Hi sont done des 
formes quadratiques sur P, et pour #, y G T^V, jEr(^, y) = ^^ n(x, y)ei. 
D'apres la formule de Gauss, si x,y sont lineairement independants 
dans P, alors 

(7-3)      K{P]   '      + (x\x)(y\y) - (x\y)' 

done 

n—k 

(7.4) K(P)    =    l + ^etdetEi 
i=0 

Mais par ellipticite de V, on sait que 

ri—A; 

(7.5) \/x G P,Ho(x,x)2 > ^Hiix.x)2 

x=i 

Choisissons done une base orthonormee (re, y) de P qui diagonalise iTo- 
On a: 

detHo = Ho(x,x)Ho(y,y) 

done 
n—A; n—k 

dettfo > [X;^(^^)2]5EJi(y,y)2]5 
t=l 1=1 
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grace a 7.5, done 

n—k 

dettfo > ^2Ei(x,x)Ei(y,y) 
2=1 

par Cauchy-Schwarz, et done finalement 

n—k 

detEo > ^detEi 
i=i 

car (x,y) est une base orthonormee de P. Done K(P) < 1 par (7.3). 

Le rayon d'injectivite i de V est minore par TT. On suit un raison- 
nement classique qu'on peut trouver dans [CE75], lemme 6.6. Soit en 
effet p, q G V tels que q est dans le "cut locus" de p et d(p, q) = i. 
Alors de deux choses Tune: soit p et q sont conjugues le long d'une 
geodesique minimisante 7, soit il existe deux geodesiques 7, 7 distinctes 
avec 7(0) = p = 7/(0), 7(2) = q = 7,(i). Mais la premiere possibilite 
est exclue, car (cf. [CE75], 1.29 par exemple) si Ky < 1 alors exp est 
non-singuliere sur les boules de rayon r < TT des TVV. Dans le second 
cas, si 7/(0) + 7'(0) 7^ 0 alors on peut trouver un segment geodesique 
cr avec a(0) = p, et (a'(0)|7'(0)) > 0, (a/(0)|f(0)) > 0; on peut alors 
construire des families 7S et 7S a un parametre de geodesiques allant 
de (j(s) a g, et pour s assez petit on doit avoir (quitte a echanger 7 et 
7): 

Lfrs) < L(%) < m = L(7) 

ce qui impliquerait que L(75) > TT, ce qui est impossible d'apres le 
corollaire 7.2. Done 7,(0) + ^'(O) = 0, et de meme en qy ce qui im- 
plique que 7 et 7 forment ensemble une geodesique fermee de longueur 
inferieure a 27r, ce qui est impossible. Done % > TT. 

Le volume de V est au moins Vol^S^, can). II sufEt de comparer le vol- 
ume d'une boule geodesique de rayon TT dans V avec celui de (Sk, can). 
En effet, si v E V, et si Bj(v) designe la boule de centre v et de rayon 
r dans TVV, on a: 

VoU(Vr) > Volk(Bn{v)) = /        3ajc(Txexpv)dx 

et done 

Volfc(F)>  /       /  sin(r)fc-WcT = Volfc(S*,can) 
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La encore, le raisonnement est usuel (voir par exemple [BC64]). 

□ 
Dans une direction un pen differente, on pent donner une autre 

consequence du lemme 7.1, concernant plus precisement la possibilite 
d'immerger isometriquement une variete dans 5f+1 sous des hypotheses 
geometriques. On a ainsi le 

Theoreme 7.5. Soit (Vn
:u) une variete riemannienne (connexe) de di- 

mension n (eventuellement a bord, ouverte,etc...) a courbure de Ricci 
verifiant : 

(7.6) W E V, Vz E TVV, Ric{x,x) < (n - l)v(x,x) 

Supposons que (V, u) admet une geodesique fermee de longueur L < 27r. 
Alors (V,v) n'admet pas d'immersion isometrique dans S'{1+1. 

Demonstration. Commengons par remarquer que, si <p : V —> Si+l est une 
immersion isometrique, alors son image est necessairement convexe. La for- 
mule de Gauss nous montre en effet que le tenseur de courbure R de v verifie, 
pour tout v G V et pour tout x,y E TVV orthogonaux et unitaires : 

(7.7) v{R(x, y)x, y) = 1 - n(x, x)E{y, y) + E{x, yf 

Si on note (eiji^i^n} une base orthonormee de TVV qui diagonalise E et 
(^i)ie{i,..,n} les valeurs propres associees, on voit que la courbure de Ricci 
de V verifie pour chaque i E Nn : 

(7.8) JRic(ci, ei) = (n - 1) - E{eu e.) J^ Effij, ej) + Efe, eif 
3 

et done en notant h — Y^j n(ej, ej) la trace de E on obtient que pour i E Nn: 

(7.9) \i(h-\i)>0 

ce qui montre que si A^ > 0, h — Xi > 0 et done h > 0 et que si A; < 0 alors 
de meme h < 0 aussi, et done que les A; sont tous de meme signe. De plus, 
ce signe est constant sur V par continuite, et (f)(V) est convexe. 

On peut maintenant appliquer directement le lemme 7.1 et en deduire 
que les geodesiques fermees de (V, u) sont necessairement de longueur stricte- 
ment plus grande que 27r. □ 
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8. Immersions de surfaces completes. 

Nous allons voir comment utiliser les resultats precedents pour prouver 
des resultats d'existence (mais sans unicite) d'immersions isometriques dans 
Si de domaines de S2 munis de metriques completes verifiant des condi- 
tions naturelles. Voici d'abord un lemme technique sur les recollements de 
surfaces: 

Lemme 8.1. Soit e > 0; (S'i,cri) et (S^c^) des surfaces dont les courbure 
verifient Ki,K2 < KQ, CI, C2 des composantes connexes regulieres de dSi et 
de 882, et f : Ci -± C2 une isometrie. Notons ki,k2 les courbures de Ci, C2 
(positives aux points ou les bords des surfaces sont convexes). Supposons que 

VceCi, fci(c) + M/(c))<o 

Alors il existe une surface (5, a) a courbure K < K0 + e et des diffeomor- 
phismes fa : Si -* S (i = 1,2) isometriques sur les Si \ (Ci)e, tels que 

MSi)u<h(S2) = s 

MSi) n 02(^2) = c = MCi) = MC2) 

(02IC2)""1 o01|Ci = / 

Si de plus L(C) > LQ, (Si,ai) et (52,0*1) n'ont pas de geodesique (fermee) 
de longueur L < LQ, et sJil n'existe pas de segment geodesique de (52,02) 
entre 2 points de d{(C2)e) \ C2 de longueur L < L®, alors on peut choisir 
(5, a) sans geodesique (fermee) de longueur L < LQ — e. 

Demonstration. Pour le premier point, il suffit de definir 5 en collant les 
varietes 5i,52 le long de Ci,C2 de maniere naturelle. On obtient alors une 
metrique a continue sur 5 par ai, 02- On remarque que comme ki + k2 < 0, 
a a une courbure singuliere negative ou nulle le long de C, et done par 
regularisation de a dans un e-voisinage de C (cf. [AZ67] pour les problemes 
de regularisation de surfaces singulieres, etc) on obtient la metrique reguliere 
a recherchee. Pour le second point, pour tout e' > 0, on peut faire la 
regularisation de a de maniere que toute geodesique de (5i, <7i) rencontrant 
d{{Ci)e) \ Ci avec un angle plus grand que e' se prolonge en une geodesique 
de (5, cr) rencontrant d((C2)e) \ C^. Mais si 7 est une geodesique fermee de 
(5, cr), trois cas seront alors possibles: 

• Soit 7 C 5i ou 7 C 52, et alors L{^) > LQ — e par hypothese; 



324 Jean-Marc Schlenker 

• Soit 7 rencontre d(Ci)e avec un angle plus grand que e', mais alors 7 
se prolonge en une geodesique de (5, cr) rencontrant d(C2)€ et done 7 
contient un segment geodesique entre 2 points de d(C2)e \ C2 et 7 est 
encore de longueur L > LQ — e; 

• Soit 7 rencontre d((Ci)e) \ Ci avec un angle plus petit que e', soit 7 
est contenue dans Ce, et dans les 2 cas (pour 6, e' assez petits) £(7) > 
L(C) -e>Lo-e. 

D 

Voyons ensuite le cas ou la surface est compacte a bord, et ramenons 
nous au cas compact (sans bord) grace au lemme 8.1: 

Lemme 8.2. Soit (0,u;) une surface riemannienne compacte a bord regu- 
lier telle que: 

1. fi admet un plongement regulier 0 dans S2; 

2. K{UJ) < 1 - e; 

3. (fi, UJ) n7admet pas de geodesique fermee de longueur L < In + e; 

4.. le bord dQ, = Uf=i ^ ^e ^ e5^ ^e' ^e^ 5^ on no^e ^ ^a courbure de 
Ci, qui est positive quand le bord est convexe, on ait pour tout i E 
{0,... ,p} soit L(Ci) > 27r et hi < 0, soit ki > 0 

i4/or5 on pew^ completer u en une metrique a sur S2 telle que (jfa = to, et 
qui verifie (2) et (3) ci-dessus. 

Demonstration. II suffit de faire la prolongation separement sur chaque com- 
posante connexe de 90. Choisissons done une telle composante connexe et 
notons la C. Nous allons faire la demonstration en separant les deux cas qui 
se trouvent dans Fhypothese (4): 

1. L(C) > 27r et k < 0: on peut trouver une application isometrique </> 
de C dans une courbe reguliere C de (S2,€ cans2) (e petit) dont la 
courbure geodesique verifie k((l)(s)) + k(s) < 0, k etant negative quand 
la convexite de C est vers la composante connexe Ci de S2\C de plus 
grande aire. On peut alors "coller" f2 et Ci le long de C et de C, et on 
obtient une surface S singuliere le long d'une courbe C. Mais comme 
k + k < 0, la courbure singuliere de S est negative et d'apres le lemme 
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8.1, on pent regularise! S et obtenir une surface Si a courbure K < 1 
partout (voir [AZ67] pour ces problemes). De plus, on voit que si e est 
petit, Si n'a pas de geodesique fermee de longueur L < 2TT puisque 
L(C) > 27r. 

2. k > 0 : Prolongeons (/)*u) en une metrique C00 en choisissant une 
metrique a sur la composante Sc de S2\C disjointe de Q, (il est clair 
que c'est possible, par exemple par un prolongement non regulier suivi 
d'une regularisation par convolution sur S2). Notons K et L la borne 
superieure de la courbure et la borne inferieure de la longueur des 
geodesiques fermees sur la variete obtenue; choisissons e' > 0. 

Notons encore k la courbure geodesique de C, et choisissons x € C. 
Posons 

e-mJcHT)* 
On pent alors definir une fonction 

A : C -> R 

ry 
y^       k(T)dr - 9dc{x, y) 

Jx 

dc designant la distance orientee sur C, puis definir une metrique a 
sur C x [0, p-] par 

a = dr2 + (1 + Or) cos(X(y))dr.dy + (1 + Or)2dy2 

y designant la coordonnee sur C. 

On verifie que a est une metrique plate, et que la courbure geodesique 
de C x {0} est — &, ce qui montre qu'on peut definir une variete sans 
courbure singuliere en collant (5, cr) et (C x [0, p-],^) le long de C et 

de C x {0} puis (C x [0, i], a) et (Sc, (i^r)2^) le long de C x {i} 
et de C. De plus, si e' < i, la metrique obtenue a une courbure 
K < 1 — e, et on peut la regulariser en maintenant cette condition. 
Enfin, toujours si on choisit e' assez petit (cette fois avec en particulier 
e' < A) elle n'aura pas de geodesique de longueur L < 27r — e car 
une telle geodesique devrait soit etre dans S (car k > 0, done S est 
convexe et une geodesique sortant de S doit passer par Sc] mais alors 
sa longueur verifie L > 27r pour e' petit), soit etre dans un voisinage 
de Sc* (ce qui est impossible pour ef petit). 

D 
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Corollaire 8.3. Dans les conditions du lemme 8.2; (fi,a;) admet au moins 
deux immersions isometriques dans Sf ayant un 1-jet donne en un point 
donne. 

Demonstration. II suffit d'utiliser le lemme 8.2 pour prolonger la metrique 
en une metrique convenable sur S2, puis le theoreme 6.6 pour obtenir deux 
immersions isometriques de S2 dans 5^, chacune correspondant a un cote du 
plan tangent au point ou le 1-jet est fixe (cf. la remarque suivant le lemme 
6.6. □ 

Nous allons maintenant appliquer le corollaire 8.3 pour trouver un 
resultat d'existence d'immersion pour des surfaces completes (non com- 
pactes). On va pour cela completer la notion de longueur de la plus courte 
geodesique fermee en tenant compte de ce qui peut se passer a Finfini: 

Definition 8.4. Soit (S, a) une surface complete munie d'une metrique rie- 
mannienne et s E S. Pour x E 5, on note Lx la longueur de la plus courte 
boucle non homotope a {re} passant par x. On peut alors poser 

E{{S,a)) = m{Lx 

E((S,(j)) est une sorte d'equivalent a Tinfini de la longueur de la plus 
courte des geodesiques fermees. 

Nous pouvons maintenant trouver une classe de surfaces completes ad- 
mettant une immersion isometrique elliptique dans Sf: 

Theoreme 8.5. Soit (fi,u;) une surface riemannienne complete telle que: 

1. fi admet un plongement regulier dans S2; 

2. K(u) < 1 — e pour un certain e > 0; 

3. ($7,a;) n'admet pas de geodesique fermee de longueur L < 27r + e; 

l E((S,a))>2n. 

Alors (fi,a;) admet au moins deux immersions isometriques elliptiques dans 
Sf ayant un 1-jet donne en un point donne. 

Demonstration. On va proceder en plusieurs etapes pour utiliser les resultats 
precedents. 
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Choisissons XQ E fi. Si x 6 S et d(x,xo) est assez grand, il existe une 
courbe fermee non homotope a {#}, passant par re, et dont la courbure 
k verifie partout soit k < 0, soit k > 0 (k etant pris negatif quand 
la convexite de la courbe est vers XQ). On peut en effet trouver une 
geodesique 7 : [0, L] -» S' avec 7(0) = j(L) = x (il suffit de prendre 
la plus courte des courbes passant par x dans une classe d'homotopie 
donnee; puis il suffit de la regulariser en "etalant" Tangle qu'elle fait 
en x sur le reste de la boucle, ce qui est possible en deplagant chacun 
de ses point de moins de e pour tout e > 0 donne. 

II existe une suite croissante (K^n^N de domaines compacts (a bord) 
de 0, verifiant les conditions du lemme 8.2, tels que [Jn^]sfKn = fi. 
En effet, le seul probleme est de choisir les Kn tels que leurs bords 
verifient la condition 4 du lemme 8.2, mais e'est possible sans quoi O 
aurait des "branches" qu'on ne peut pas "couper" par des courbes C 
ayant soit L(C) > 2n et k < 0, soit k > 0. Or pour tout x G S', il 
existe une courbe 7 simple non homotope a {x} passant par a; et a 
courbure k de signe constant; comme E((ft,u;)) > 27r, cette courbe a 
une longueur L > 27r, et suivant que k > 0 ou k < 0, on est dans 1'une 
des deux versions de Phypothese (4) du lemme 8.2, et on peut utiliser 
7 pour "couper" ft en deux composantes connexes (car O admet un 
plongement dans S2). 

Si XQ E KQ et / E Isom^Q^Sf) alors les (Kn}u)\Kn) admettent 
chacun deux immersions isometriques /^ et f2 dans Sf telles que 
Jlfn(xQ) — I pour i E {1,2}. II suffit en effet d'appliquer le lemme 
8.2. 

II existe des sous-suite des (/^) = (j1/™) qui convergent (comme 
suites d'applications de Kn dans E) vers des immersions pseudo- 
holomorphes Z^; de plus, /^ / /^ car leur comportement est different 
au voisinage du point de KQ OU le 1-jet est fixe (les /^ correspon- 
dent a des immersions se trouvant d'un cote du plan tangent en ce 
point, les f2 de Pautre). II faut pour le voir raisonner comme dans 
la demonstration du theoreme 5.5. Ces limites sont alors des 1-jet 
d'immersions isometriques, car les plis sont exclus par la geometrie 
des (Kn,LO\Kn). 

D'apres la condition (3) (et le fait que (QS,UJ) est complete), les /^ ne 
peuvent etre inclus dans une surface de pli, et correspondent done a 
des immersions isometriques de (ft, a;) dans Sf. Cf. le theoreme 5.6. 
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□ 

Le fait d'imposer que fi admette un plongement regulier dans S2 est 
necessaire pour que notre construction fonctionne: en effet, sinon, il existe 
un domaine compact de fi qui n'admet pas de tel plongement dans iS2, 
et nos decoupages et recollements ne nous conduiront pas a des spheres 
(seules surfaces compactes de type espace immergees). A Poppose, il existe 
des surfaces de type espace completes immergees dans S^ dont la projection 
"orthogonale" sur un S2 totalement geodesique n'est pas un diffeomorphisme 
global; de telles surfaces ne peuvent pour la meme raison pas etre obtenues 
par notre methode. 

Reciproquement, le theoreme suivant montre que la condition imposee 
sur E((S, a)) n'est pas deplacee: 

Theoreme 8.6. Soit (S,cr) une surface complete telle que E((S,a)) < 27r. 
Alors (S,a) n'admet pas d'immersion isometrique elliptique dans Sf. 

Demonstration. Supposons que E((S,a)) — 2'K — 2e. Si Lx admet un mini- 
mum local m < 2'K en un point XQ G 5, alors il existe une geodesique passant 
par £0 de longueur m, et le lemme 7.1 nous montre que (5, cr) n'admet pas 
d'immersion isometrique dans 5f. 

Sinon, on peut trouver une geodesique 7 : J?+ -> S (parametree par la 
longueur d'arc) partant a I'infini telle que L : t i->» £7(t) soit une fonction 
decroissant vers 27r — 2e. 

Soit XQ le point de 7 tel que LXo = 2'K — e, et B la fonction de Buseman : 

(8.1) B:    S->   R 

(8.2) x f->    lim ^(7(4), a:o) - GUTW^) 

Choisissons e' > 0, prenons une fonction C00 croissante I/J : R -* R valant 
1 pour t < 0 et 1 + 2e pour t > to > 0 en ayant partout une derivee majoree 
par e'/A. Notons enfin a = (I/J O B)

2
G. 

Alors par construction il existe pour a une geodesique fermee de longueur 
L < n—e correspondant a un minimum local de la fonction Lx definie comme 
la longueur pour a de la plus courte courbe non homotope a 0 passant par 
x. Et comme le gradient deipoB est majore par e'/^ cette geodesique pour 
a a aussi une courbure (geodesique) majoree par e' pour a et sa longueur 
pour a est au plus 27r — e. 
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On en deduit, en utilisant la remarque qui suit la demonstration du 
lemme 7.1 avec un e1 assez petit, que (S,o) n'admet pas d'immersion 
isometrique dans Sf. □ 

Contrairement aux resultats d'existence d'immersions isometriques, ce 
resultat pent se demontrer en utilisant un resultat parallele de [RH93] ; 
reciproquement, on peut demontrer le resultat polyedral en utilisant ce 
resultat lisse. Par contre, les demonstrations sont tres differentes. 

II est d'ailleurs facile de voir que le theoreme 7.5 permet de montrer un 
resultat analogue sous des hypotheses de courbure de Ricci : 

Theoreme 8.7. Soit (yn,v) une variete de dimension n a courbure de 
Ricci inferieure strictement a (n — 1)^ et telle que i£((V,^)) < 27r. Alors 
{Vn^u) n'admet pas d'immersion isometrique dans S^ . 

La demonstration est la meme que pour le theoreme precedent : on fait 
apparaitre une courbe de longueur L < 27r qui est soit geodesique, soit 
a courbure geodesique suffisamment petite, et on peut alors montrer que 
son image par une immersion isometrique serait necessairement une courbe 
elliptique de S™^1, ce qui est interdit par le lemme 7.1. 

Concluons en remarquant que les resultats presentes ici dans le cas 
d'immersions dans Sf sont essentiellement valables pour tous les espace 
lorentziens de dimension 3 complets a courbure constante 1. On sait en 
effet (voir [Wol74]) qu'il existe exactement 3 tels espaces : Sf, son quotient 
RPi par I'application antipodale, et un autre quotient, Q\, par Faction de 
Z2 qui, dans un modele de Sf ~ S2 x i?, envoie (a, u) sur (—a, u). 

Or Ql peut s'ecrire comme RP2 x R muni de la metrique ch(r)2cani?p2 — 
rfr2, done les surfaces compactes qui y admettent des immersions de types 
espace sont homeomorphes soit a S2 (elles ne sont alors pas plongees), soit 
a RP2 (elles le sont alors necessairement). Dans le premier cas, les immer- 
sions se relevent en plongements dans Sf, et dans le second cas, ce sont 
leurs revetements a deux feuillets qui admettent des plongements dans Sf. 
De plus, les immersions dans Ql sont elliptiques si et seulement si ces im- 
mersions deduites dans Sf le sont, ce qui resoud le probleme dans ce cas. 

Par contre, RP^ peut se voir comme Tespace total d'un fibre en droite 
"tordu" au dessus de RP2 ; les surfaces qui y admettent des immersions de 
type espace sont encore homeomorphes soit a S'2, soit a RP2. Dans le premier 
cas, elles ne sont pas plongees et les immersions se relevent en plongements 
dans Si qui sont elliptiques si et seulement si elles le sont ; dans le second 
cas, par contre, elles ne peuvent pas etre elliptiques, sans quoi on pourrait 
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en deduire des plongements elliptiques de S2 dans Sf pour lesquelles deux 
points antipodaux sur S2 seraient envoyes sur deux points antipodaux de 
Si, avec des convexites dirigees vers deux cotes opposes de la surface; ce qui 
est impossible puisque Timmersion est elliptique. 

On pourrait done utiliser les resultats qui se trouvent plus haut pour 
caracteriser toutes les immersions elliptiques de surfaces compactes dans 
des espaces lorentziens complets de dimension 3 a courbure constante 1, 
et pour donner des resultats d'existences d'immersions (et de plongements) 
concernant les surfaces completes. 
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