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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE ET FAMILIES DE 
SUBMERSIONS II* 

XIAONAN MAt 

Abstract. In this paper, we continue the work [Mai], We finally prove the functoriality of the 
analytic torsion forms with respect to the composition of two submersions. This result extends to a 
relative situation a result by Berthomieu-Bismut, proved in the case where the second projection is 
on a point. 

0. Introduction. Le but de ce travail est de demontrer la fonctorialite des 
formes de torsion analytique relativement a la composition de deux submersions. Get 
article est la deuxieme partie de ce travail. 

Soient W,V,S des varietes complexes. Soient TTI : W -> V, ^2 • V -> S des 
submersions holomorphes de fibres compactes X^Y. Alors TTS = 1^2 0 TTI • W -> S est 
une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit f un fibre vectoriel holomorphe 
sur W. 

Soient .R#7ri*f, i?#7r3*£, .R#7r2*i2*7ri*£ les images directes de £, ^, .R*7ri*£. On 
suppose que les i2#7ri*£, R'-K^fi, R'^R'ni+Z sont localement fibres. Soit H(Z,€\z), 
H(X,€\x) les cohomologies de £|£, ^x- Alors H(Z,^Z) est un fibre holomorphe Z- 
gradue sur 5. Plus exactement R'-Ks+f; = H(Z,^z)- ^e meme i?*7ri*£ = H(X,£\x)- 

Soit UJ
V
 (resp. UJ

W
) une (1,1) forme reelle, fermee sur V ( resp. W), dont la 

restriction a chaque fibre Y (resp. Z) definit une metrique hermitienne gTY (resp. 
gTZ) sur le fibre tangent relatif TY (resp. TZ). Soit gTX la metrique hermitienne 
sur TX induite par (jjw. Soit h^ une metrique hermitienne sur £. 

Soient hH{x^x) = ftH7ri^, hH{z^z) et hRn2*Rni*Z les metriques L2 sur H(X,€\x), 
H(Z,^z) et R'^R'nitt correspondant a gTX,h^] gTZ',& et gTY,hR7ri*Z. 

Soient T^w^,^), T2(UJ
V\hR7ri^), Ts(uw,h^) les formes de torsion analytique 

construites dans Bismut-Kohler [BK6] sur V, 5, 5 associees a (ni,ujw^h^) , 
(7r2,ujv,hR7ri*Z), (TTSJCJ^,^). Les formes Ti verifient I'equation 

(o.i)      l^riCc^tf) = ch(/iVi^,^wl-€) - / Td(rx,^)ch(^^). 

Soit fd(TZ,TY,gTZ,gTY) G Pw/Pw>0 la classe de Bott-Chern definie en [Mai, 
(3.2)], telle que 

dd, 
(0.2) 27rz 

-TT? (Td(rr,^)) Td(TX,gTX). 

-;T<l{TZ,TY,gTZ,gTY) = Td(TZ,gTZ) 

Soit Ps I'espace vectoriel de formes reelles sur 5 qui sont la somme de formes C00 

de type (p,p). Soit P5,0 I'espace des a € F5, qui s'ecrivent sous la forme a = d/S + dj, 
ou /3,7 sont des formes C00 sur 5. 

Pour s G 5, il existe une suite spectrale de Leray (i?r)S,dr)S)(r > 2) [Grot] telle 
que E2 = Rm7T2^Rm7ru^ Soit hE2 la metrique sur E2 induite par hR7r2*R7ri*Z. 
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On suppose que le rang des Er (r > 2) est localement constant sur 5. On definit 

une classe de Bott-Chern ch^, H(Z,€\Z), hE2,hH(<z^zA e Ps/Ps>0 par la formule 

(0.3) -^HiZ^E^hW^^h*-). 

ou les hEr sont des metriques hermitiennes sur £7r, et les ch(Er,Er+i1h
Er,hEr+1), 

ch(ff(Z,f|Z), Ecoyh11^*),^00) e Ps/Ps>0 sont des classes de Bott-Chern au sens 
de [BGS1]. Alors 

(0.4) ^ch(E2^(Z,^),^,^(^)) 

= ch (H(Z^lz),hH^^) - ch(E2,h
E>). 

Dans [Mai], on a donne une construction algebrique de la classe ch(i?2, H(Z, €\z)>hE2, 
/^(^iz)) dans ies cas suivants: i) ^ est TTI* et TTS* acyclique; ii) Les TTI et V sont pro- 
jectives. En particulier, dans [Mai], les Er, (3 < r < oo) ne sont pas necessairement 
de rang constant. Toutefois quand les hypotheses de [Mai] et les hypotheses du 
gresent article sont verifiees simultanement, on montre que ces deux constructions de 
ch(E2,-ff(Z,f|Z), hE2,hH(z£\z>>) sont equivalentes. 

Le but de cet article est de montrer le Theoreme suivant. 
THEOREME 0.1. On a Videntite 

T3(u;w,h^-T2Jujv,hR^)--JYTd(TY,gTY)T1(ujw1h^ 
(0.5) + £ Td(TZ, TY, gTZ, gTY)ch& h*) 

-ch(E2,H(Z,Zlz),hE2,hH(z^)=0   dans    PS/PS'0. 

L'enonce du Theoreme 0.1 est formellement identique a I'enonce du resultat prin- 
cipal de [Mai]. Cette identite formelle implique a posteriori que les definitions de 
<$L(E2,H(Z,€\Z), hE2,hH(z^z>)) dans [Mai] et dans cet article sont equivalentes. 

Get article est organise de la fagon suivante. A la Section 1, on montre un ana- 
logue du Theoreme 0.1 en dimension finie. La Section 1 nous servira de modele pour 
la preuve du Theoreme 0.1, qui est donnee a la Section 2. De plus, elle nous per- 
mettra de montrer directement que les definitions de ch(E2,H(Z, ^z), hE2, hH^i^)) 
donnees dans [Mai] et dans notre article sont compatibles. A la Section 2, on mon- 
tre d'abord que le complexe de Dolbeault muni d'une filtration convenable calcule la 
suite spectrale de Leray au sens de Grothendieck. On montre enfin la fonctorialite 
des formes de torsion analytique, le Theoreme 0.1. 

On se refere a Tintroduction de [Mai] pour une description generale de nos 
resultats. On utilise aussi les notations de [Mai, §3,4,5,10(a)]. 

Dans tout Particle, si A est une algebre Z2-graduee, si A, B € X, [A, B] designe 
le supercommutateur de A et de B. 

1. Class de Bott-Chern d'un bicomplexe. Soit (£,d,v) un bicomplexe 
de fibres vectoriels holomorphes sur une variete complexe 5. Soit (£r^dr) la suite 
spectrale associee a la filtration par v. On suppose que les £r sont des fibres vectoriels 
holomorphes sur S. Dans cette Section, on etablit une relation entre la class de Bott- 
Chern du complexe total (5, d+v) et les classes de Bott-Chern de (£r, dr). Le resultat 
principal de cette Section est enonce au Theoreme 1.2. 
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Une strategic possible pour demontrer le Theoreme 1.2 serait d'utiliser 
la deformation sur P1 [BGS1, §l(f)] et [BGS4, §4]. On obtiendrait un bicomplexe de 
fibres holomorphes sur 5 x P1, qui coincide avec le bicomplexe donne sur S x {0}, 
qui a tous les proprietes de ce bicomplexe sur 5 x P1 \ {oo}, mais qui est tel que sur 
5 x {oo}, la suite spectrale degenere en E2. Mais, en general, les (££, d'r) relativement 
a ce nouveau bicomplexe ne sont pas localement libres, ce qui nous interdit d'utiliser 
cette methode. On est done amene a utiliser une technique analytique directe. 

On precede en effet comme a [Mai, §4], mais ici, I'analyse est plus facile puisqu'on 
est en dimension finie. Toutefois, on a une difficulte technique supplementaire, puisque 
la suite spectrale ne degenere en general pas en £2. 

Cette Section est organisee de la fagon suivante. Dans (a), on rappelle les nota- 
tions et les hypotheses. Dans (b), comme a [Mai, §4], on construit une 1-forme sur 
R/j. x R?j_ . Dans (c), on enonce une suite de resultats intermediaires qui sont utilises 
dans la preuve du Theoreme 1.2. Dans (d), on montre le Theoreme 1.2. Dans (e) et 
(f), on demontre les resultats intermediaires. 

On utilise les memes notations de [Mai, §10(a)]. 

a) Le theoreme principal. Soit S une variete complexe de dimension m. 
Soit £ = (£p,q)(0 < p, q < n) un bicomplexe de fibres vectoriels holomorphes sur 
S. Soit H(£) la cohomologie de £. Soit (£r,dr) la suite spectrale induite par la 
filtration Fp£ = 0p/>p£p,'#. Soit FmH(£) la filtration associee sur H{£). On pose 
GxpHp^{£) = FPHp^(£)/Fp+1Hp^(£). Then £™ = GipHp^(£). On suppose 
que pour p,g,r > 0, le rang des fibres £p'q est localement constant. Alors les £p>q, 
FpHp+q(£) sont des fibres vectoriels holomorphes sur S. 

Soit h£ = (&h£P'q une metrique hermitienne sur £ = (B£p>q, telle que les £p>q 

soient mutuellement orthogonaux. Soit hH^ la metrique sur H(£) induite par hs, 
en utilisant la theorie de Hodge. 

Soient d : £p>q -* S^1^^ : £p>q -> £p>q+1 les differentielles du bicomplexe £. 
Soit v*,d* I'adjoint de v,d pour h£. Alors on a 

(1.1) [M = [**,<**] = 0. 

On pose 

(1.2) D = d + d\    V = v + v*. 

Soient NH,NV les operateurs de nombre sur £, i.e. NH, Ny agissent sur £Pjq^£p'q 

par multiplication par p, q. Alors N = NH + Ny est I'operateur de nombre total sur 
£. 

On va definir par recurrence une suite de sous-fibres hermitiens de £, £Q D £[ D 
-" D £f

rD -" tels que 

(1.3) £'r - £r. 

On pose 

(1.4) fij = £0 = e. 

Supposons qu'on a construit les S'r'(
r' ^ r)- Alors comme £',. ~ £r, I'operateur dr agit 

sur £'r. Soit d* I'adjoint de dr pour la metrique de £'r. On pose 

(1.5) Dr = dr + d*r, 

£'r+1 = KerDr. 
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Alors £f
r+i C £1, et ££+1 herite d'une metrique de ££. Par la theorie de Hodge, 

(1.6) E'r+l-Zr+l. 

Le resultat suivant est etabli dans [BerB, Theoreme 6.1]. 
PROPOSITION 1.1. Pourr E N, ££ est naturellement scinde en une somme directe 

orthogonale E^ = (BpJq£rP'q, avec E'/^ C £p'q, de telle sorte que sous Videntification 
(e'r,dr) ^ (£r,dr), OU a V™ ~ £™. 

Desormais, on ne distingue plus ££ et £r. Done on a 

(1.7) £ = £oD£i D£2D'- 

Soit ftfr (r > 0) la metrique sur £r induite par la metrique he. 
Soit Ps Pespace vectoriel de formes reelles sur 5 qui sont la somme de formes C00 

de type (p,p). Soit P5,0 Pespace des a £ Ps, qui s'ecrivent sous la forme a = dp+dj, 
ou P, 7 sont des formes C00 sur S. 

Soient ch(£,H(£),hs,hH^),ch(£r,£r+uh
£^hE^), ck{H{£\E00,h

HW,he~) G 
pSjpSfi des ciasses ^ Bott-Chern au sens de [BGS1], definies dans [Mai, §10(a)]. 

THEOREME 1.2. On a Vegalite suivante 

(1.8) di(£,H(£),h£,hHW) = ?:+~Qdi(£r,£r+uhSr,h€^) 

-diiHiE^E^h^lh8-)    dans    Ps/Ps>0. 

PREUVE. Le reste de cette Section est consacre a la preuve du Theoreme 1.2. □ 

Pour r > 1, soit ££• Pespace orthogonal a £r dans £r-i- Pour r > 1, soit pr la 
projection orthogonale de £o sur £r. On pose p^- = 1 — pr. Alors Dr agit sur 5^.! 
comme un operateur inversible. 

Soient V5, VSr les connexions holomorphes hermitiennes sur (£,hs), {£r,h
£r). 

Soit pr la projection orthogonale de £r sur £r+i- Alors par [B2, Proposition 1.8], on 
a 

(1.9) V^+1 =prV
Srpr. 

Par recurrence, on a 

(1.10) VSr =prV
epr. 

b) Une 1-forme sur R^. x R!j_. Pour u > 0,T > l,r > 0, on pose 

AT = £> + TV, 
(1.11) £W    =Vf + tii4T, 

prffl       = V*r + WJD r* 

On definit aussi 

(1.12) T>'3^T = V£' + u(d* + IV),    VlUtT = Vs" + u{d + Tt;). 

dega 

Soit ¥> Phomomorphisme de A^S) sur A(T^5): a -> (27ri)^^"a. 
DEFINITION 1.3. Soit aUjy une 1-forme a valeurs dans Ps sur R^j. x R^j.: 

(1.13) au,T = dmpTrs [^ exp(-Vlu,T)] + dTipTrs [^ exp(-©| iU)T)]. 
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THEOREME 1.4. On a Vegalite suivante: 

daUtT = ldudT<p{d^Trs[[V'3tUtT,N}eM-Vlu,T - fNv)\b=0 

(1-14) -dybTvs [{V'l^, N] exp(-2>3%)T - ±NV)] ^ 

PREUVE. La preuve est la meme que dans [BK6, Theoreme 2.9]. □ 

c) Des resultats intermediaires. Pour T > 0, on pose 

Alors hjr est une metrique hermitienne sur £ = (Bp,q£p'q. Alois Tadjoint de v pour la 
metrique /if* est donne par T2v*. On pose 

(1.15) D'T = D + v + T2v\ 

Alors on a un isomorphisme canonique C00 de fibres vectoriels sur S 

(1.16) H(£) - KerD^. 

Soit h^ la metrique hermitienne sur H (£) induite par Tidentification (1.16). Soit 
VT la connexion holomorphe hermitienne sur (H(£), h^ )• Soit PT la projection 
orthogonale de £ sur KeTDr

T associee a ftf.. 

THEOREME 1.5. i) Pour tout u > 0, 

(1.17) ^m^ c^Tr, [N exp(-P^>T)] = ^Trs [iV exp(-^j j]. 

ii) Pour tout u > 0, il existe C > 0 tel que pour tout T > 1, 

(1.18) |<pTrs [Nv exp(-2^T)] - <^Trs [Nv exp(-P^)] | 

iii) Pour tout 0 < ui < U2 fixes, il existe C > 0 tel que pour u E [1/1,112], T > 1, 

- T 

(1.19) \<pTra[Nexp(-VlUtT) 

Pour r > 0, on pose 

<C. 

(i 90^ ch'^> ^ = vTrs[iVexp(-V£-2)], 
U-^ ch'(H(£),hHW) = Vi(-l)iidL(Hi(S),hHiW). 

On rappelle qu'on a defini C(£r,h
£r) G Ps dans [Mai, Definition 10.3]. Par [Mai, 

Proposition 10.4], on a 

(1.21) (;(£r,h
£'-)=ch(£r,£r+1,h

£-,h£'-+1)   dans   Ps/Ps>0. 
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THEOREME 1.6. On a Videntite suivante 

^{^+002{^s[iVexp(-D32
)U)T)] -<pT±s[jVexpC-V^'2)]}^ 

-2Sr>2(r - 1) [ch'(£r,h
8') - ch!{£r+x,h

e^)} \ogT) 

= 2J       {lpTrs[NeM-/Dlu)}-ch'(S2,h
£^}^ 

-Sr>2C(5r, h
£*) + r'(l) [ch'(£2> ft^) - ch'^,ftf~)]. 

THEOREME 1.7. Quanrf T ->• +oo, on a 

ipTr9[Nvexp(-vZ{£)'2)\ = VIts[iVvexp(-Vf-2)] +0(i). 

|      {v.'L:, [Nv exp(-V?(5)'2)] - ^Tfr. [iVy exp(-Vf-2)] }^ 

(1.23) =-idi(if(5),£00,/i/f(f),/i£~)    dans   Ps/Ps>0. 

PREUVE. Les preuves des Theoremes 1.5 et 1.6 sont differees a la Section 1(e), et 
la preuve du Theoreme 1.7 est differee a la Section 1(f). D 

d) Preuve du Theoreme 1.2. Pour montrer le Theoreme 1.2, on utilise la 
meme methode qu'a [Mai, §4]. On note aussi Jj les termes correspondants definis 
dans [Mai, §4(c)]. En utilisant [Mai, (10.12)], (1.21), les Theoremes 1.5-1.7 et en 
procedant comme dans [Mai, §4], on a 

Jj* =    -i:t^ich(£r,£r+1,h
£-,h£^) + T'(l)[ch'(£1,h^) - ch'iS^h^)], 

II =   ch(£,H(£),h£,hHW) + r'{l)[-ch'(£,h£) 
(1-24) +ch'(H(£),hH^)], 

II =    -ch{£,£uh£,h^) + r'(l){<pTrs[iVvexp(-Vf'2)] 

-</>Trs[jVvexp(-V£l'2)j}. 

En combinant la preuve du Theoreme 1.6, et [B4, §6.6-6.8], on peut traiter aussi 
le terme a droite de (1.14). On a ainsi 

(1.25) Ej=1if = 0   dans       Ps/Ps'0. 

D'apres [Mai, §10(a)], on a aussi 

(1.26) cti(H(£),hHW) - ch'^oo, ft£~) 6 Ps'0, 

V?Tts[jVvexp(-Vf'2)] -(^[AVexpt-V*'2)] ePSfi. 

Par (1.24)-(1.26), on obtient le Theoreme 1.2. D 
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e) Preuves des Theoremes 1.5 et 1.6. Soit BT(T € [l,+oo]) une famille de 
tenseurs, on notera que pour I > 0, quand T —> +oo 

BT "(}>)• 
si pour tout k G N, K C S compact, il existe c > 0 tel que pour T > 1, le sup des 
normes de BT et de ses derivees d'ordre < k sur K est domine par ^r. 

Dans la suite, les convergences des formes sur 5 sont au sens de la convergence 
uniforme sur tout compact K C S. Pour simplifier les enonces, on suppose desormais 
que 5 est compacte. 

Pour r > 0,a: € 5, soit SpDr}X le spectre de DriX, soit SpDf® I'ensemble des 
valeurs propres non nulles de Dr,x.  Desormais, on fixe ci > C2 > 0 tels que pour 
r GN 

(1.27) Ur>oSvDfZ c {s e R, v^r< N < V^}- 
xes 

Soit 

(1.28) Ux = {A e C, ^ < |A| < VcT, ou    v^ < |A| < 2^}. 

PROPOSITION 1.8. H existe To > 0 tel que pour tout T > To,r > 1,A € Uu 

(A - T7*-1^)-1 existe, et quand T -» +00 

(1.29) (A - T^AT)-
1
 = Pr(X - Dr)-

lpr + O(i). 

PREUVE. Comme Pr^r' > 1) est C00 sur 5, en procedant comme en [BerB, 
Theoreme 6.2], on sait que les applications definies comme dans [BerB, Theoreme 
6.2] sont C00 sur 5. En utilisant [BerB, (6.49)], on obtient la Proposition. D 

Par (1.29), pour r > 1, les valeurs propres non nulles de AT qui se comportent 
comme O(^T-) sont en correspondance biunivoque avec les valeurs propres non nulles 
de Dr. Pour T » 1, on pose 

(1.30) pr,T = -L   / (A - r-1^)""1^,      P^T = 1 ~ PrfT. 

Alors en utilisant la Proposition 1.8, quand T -> +00, on a 

(1.31) Pr,T=Pr + 0(^). 

Pour T > 1, u > 0, on pose 

(1.32) Br^T = V£ + UT^AT. 

THEOREME 1.9. // existe To > 0 tel que pour tout \ e Ui, T > To, r > 1, 
(A2 - -B^T)

-1
 existe, e£ 

(1.33) (A2 - B^r)-1 = pr(\2 - Vl^-'pr + O(i). 

PREUVE. Comme en [Mai, Proposition 5.12], on a 

(1-34) Sp(Br
2,UiT)=Sp(T2('-1)^). 
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D'apres la Proposition 1.8, (1.34), il existe To > 0 tel que pour tout T>To,r>l,A€ 
Ui, (A2 - ^I^T)

-1
 existe. On pose 

(1.35) 
GT = Pr,TB?,l,TPr,T,     HT = Pr,TBr,l,TPr,T' 

Alors en utilisant (1.10), (1.29) et (1.30), quand T -> +oo, on a 

T^ATP^T = PTFT^AT = PrDrpr + 0(f), 
(^ <ix\ ET=PrD2

rpr+pr[Dr,V
£r}pr+prV

s'2pr + 0{±), 
I1-*) FT = pr,T[V^ r-^T^T + 0(1), 

GT - ^T[V^ T-MTKT 4- 0(1). 

Par (1.29) et (1.30), quand T -± 4-oo, on a aussi 

^r(A - T-^AT)-
1
 = (A - T'-MT)-

1
^ = O(i), 

(1.37) T'-
1
>1TP^T(^ " r'-1>lT)-1 

= (A - T^ATr^TT^AT = -tf + O(i). 

D'apres (1.37), quand T -> +00, on a 

(A - r'--1AT)-y;r[^rr-1Ar]^T(A + T-MT)-
1 

= [(A - T'-MT)- V^T^-^TI Vfpr
J;T(A + T-Mr)"1 

(1.38) L r J n 
+(A - T'-1^T)-1p^TVf [r'-Ur^T(A + r-Mr)-1] 

= 0(i). 

Par (1.32) et (1.38), pour T > To, A € lA, on a 

(A2-^)-1    =   E'roPrJ;T(A + Tr"1^)-1{(A-T'-MT)-1 

pr
J;T(v£'2 + [v£':r'"1^])pr

J:T 
(1-39) (A + T^AT)-

1
 }\\ - T'-Mr)-Vr 

=   ^(A2-^^-1)^)"1^ 
+^T(A + T'-MT)-10(i)(A - T'-UT)-

1
^- 

En utilisant (1.36), (1.37) et (1.39), pour T > To, on a 

FT(A2 - HT)-1 = Pr,T[V£,r'-1AT]^T(A2 - r2^"1)^)- Vr + 0(£) 
(1.40)   = (pr,rr'-

1AT)vf ^(A2 - r2^-1)^)-1^) 
+pr,TVf(r'-MTpr

J;T(A2 - T2
('-

1
)>1

2
,)-

1
P^T) + 0$) = O(^). 

De meme, on a 

(1.41) (A2-HT)-1GT = 0(i). 

Par (1.36), (1.37) et (1.39), on a 

(1.42) Fr(A2 - HT)-
1
GT = -Pr(VV)(V£Pr) + O(f). 
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D'apres (1.10), (1.36) et (1.42), on a 

(1.43) ET + FT(A
2
 - HT^GT = PrV^ + O(i). 

On pose 

(1.44) MT,A = A2 - ET - FT(A2 - HT^GT- 

Par [BerB, (5.85)], on pent ecrire (A2 — B^i T)~
1
 

SOUS
 forme matricielle: 

(1.45)   (A2-^2^)-1 

MTX M^XFT(X
2
 - HT)'

1 

(A2'- HT)-
1
GTMT\   (A2 - HT)-

1
 (1 + GTM^XFT(X

2
 - HT)'

1
) 

Par (1.31), (1.40), (1.41), (1.43) et (1.45), on a (1.33). D 
Soit A le contour oriente ci-dessous, et soit S le cercle dans C de centre 0 et de 

rayon ci/4. 

Les contours A et 6 sont les bords des domaines A' et 5'. Alors d'apres notre choix 
de ci et C2 et (1.29), quand T est assez grand, on a 

(1.46) Sp^i.r) = Sp(^) C ^^ U U^o^y. 

Dans la suite, on va exprimer les supertraces des termes contenant V^j, comme 
une somme de supertraces indexees par les elements du spectre de V^ 1 T qui sont 
inclus dans Tun des domaines du membre de droite de (1.46). 

Pour u > 0, soit ipu : A(T^5) -> A(T^S) Tapplication a -> u-dezaa. Pour 
1 < r < n,T > To, on pose 

Fr,u,T = ^uVTrs [N J e-u2x(X - B^^dx], 

(1.47) Gr,u,T= ^u<pTrs[N J e-u2x(X--B2
r^T)-1dx], 

Gr,u,oo= ^uVTis [N fe-u2x(\ - VlJ-'dx]. 
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Alors, on a 

(1.48) 

X. MA 

Gr,u,oo + ^r.u.oo = fTTs [iVexp(-p2u)J . 

PROPOSITION 1.10. i) II existe Ci > 0,C > 0,To > 0 tels que pour u>l,T> 
To, 1 < r < n, 

(1.49) |^r,u,T — ^r,w,oo| < 7pe      lU' 

ii) // existe des formes a^r, &r,z,T (T € [To, +00], 1 < r < n, -2m < i < 0), Cc 

sur S, telles que quand u —> 0, uniformement enT >To, 1 < r < n, on a 

(1.50) 

Et 

(1.51) 

Fr,u,T = S^=_2mar,jiTUi + 0{u), 
Gr,u,T = S?=_2m6r>i,TUi + 0(u). 

Gryu,oo = -1Zizt_2mar,i,ooUi + cti{£r+i,hS'-+l), 
Gn,u,T = S°=_2m6n)i,TW'. 

iii) Pour 1 < r < n, on a 

Or.O.oo = Ch'(£r,/lf") - Ch'^r+i,^^1), 

bn,o,T = <pTrs [iVexp^V^'2)]. 

De plus, pour 1 < r < n, quand T —>• -hoo, on a 

(1.52) 

ar,i,T = ar,i,oo + O(^)     pOUI     Z < 0, 
(1.53) 6r,i,T = -ar,i,cx) + O(^)    pour   i < 0, 

fctM/rr-^-1)* + E^a^^r-^-1)^ = 61,^    pour   t < 0. 

PREUVE. i) Pour 1 < r < n,T € [To, +oo], on pose 

(1-54) /rjtlfT = ^ulFr,u,T,      9r,u,T = ^Gr^T- 

Alors /r,tz,T et Pr,w,T sont des fonctions holomorphes en u G C. 
D'apres le Theoreme 1.9, il existe c, C > 0 tels que pour ^ > 1, T > To, on a 

\fr^T - fr,u,oo\ < C [ e^^ (A - B^.r)"1 - (A - Z^)-1 dA 

(1.55) 
- T 

Par (1.54), (1.55), on a (1.49). 
ii) • On a 

(1.56) e-"2A = Sr=o(-l)fe 
2\U (»2A) 
ib! 

En utilisant le Theoreme 1.9, (1.47) et (1.56), on a (1.50) et la premiere equation 
de (1.53). On a aussi 

(1.57) frr.i.T = Zv^oc +0( — ). 
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• Comme a rinterieur de 5', 0 est Tunique valeur propre possible de Toperateur 
Dy, pour u € C, \u\ > 1, on a 

(1.58) Grfttf0o = ^TrslN I e-^X-VlJ-'dx], 

Par le meme argument que dans [B4, Theoreme 9.29], il existe des formes &r,i,oo 
(—2m < i < 0), C00 sur 5, telles que pour u £ C, on a 

(1.59) (*r,u,oo = ^Ji=—2m^r4,oou • 

En utilisant [BeGeV, Theoreme 9.2], (1.58) et (1.59), on a 

0r,O,oo — limw_>.-|-oo ^r^u^oo 
(1'60)       = 2^* [pr+lNpr+l Js e-A(A - V^)-1^]   = Ch'^r+i, h^). 

Par (1.48), (1.50) et (1.59), on a 

(1.61) ESL_2m(6r><foo + arfi,oo)ti* + 0(u) = <pTrs [iVexp(-^n)]. 

En comparant les coefficients de u1 de (1.61), on a 

/-• ^9^ ^r,0,oo + flr,0,oo = CU {£rih r), 

br,i,oo — -"Or,z,oo        ^>OM£     l < 0. 

Par (1.59), (1.60) et (1.62), on a la premiere equation de (1.51) et celle de (1.52). 
D'apres (1.57) et (1.62), on a aussi la deuxieme equation de (1.53). 
• Comme a I'interieur de 5', 0 est Punique valeur propre possible de I'operateur 

r2(n-i)i42ij pour u e c |w| > i^ on a 

(1.63) Gn^T = ^Tvs [NI e-x(X - B^T)"
1
^] • 

Par le meme argument que dans [B4, Theoreme 9.29], on a la deuxieme equation de 
(1.51). 

Pour T fixe, en utilisant [BeGeV, Theoreme 9.2] et (1.63), on a la deuxieme 
equation de (1.52). 

iii) D'apres (1.46), pour T ^> 1, on a 

(1.64) + 2^^^' [N)    s     ^^ * ^.I.T)
-1
^] 

T2(n-1) 

/   , F^T-r + lu^T + Gn>T-n + lU)T. 

r=2 

En comparant (1.50), (1.51) et (1.64), on a la troisieme equation de (1.53). 
On a bien demontre la Proposition 1.10. D 
PREUVE du Theoreme 1.5: Par (1.11), on a 

^Trs [N exp(-©iftlfr)] = ^u<pTrs [N exp(-u2^jl>T) 
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Par (1.46), il existe TQ > 1, tel que pour T > TQ, on a 

(1.65) expC-nX.T) - ^ / F^ 

Par (1.46), il existe aussi C > 0 tel que pour T > To, on a 

exp(~w2A) „ ^2^.2 
(1.66) II -dA <Ce-Tuci. 

(1.67) 

/T
2
A  ^ — ^3,1,T 

Par (1.33), (1.65) et (1.66), on a le Theoreme 1.5. D 

PREUVE du Theoreme 1.6: Par (1.33), (1.47), (1.66), il existe C > 0 tel que pour 
w>l,T>To, on a 

<pTTs [iVexp(-^32
)UjT)] - Giff4,T 

Par (1.18), (1.50) et (1.67), on a 

(1.68) T^OO/ ^H^^8 [^^(-^U.T)] " GI,„,T}^ 

= y+002{¥?Its[Arexp(-p2u)] -Gi.^oo}^. 

Par (1.64), pour T > To, on a 

/+002{G1,u,T-^JiVexp(-V^2)l}^ = ±2 [**    Fr,u,T^ 

+2 |^+i {c?n,u,T - tf&. [Arexp(-V^'2)] }^. 

On decompose chaque integrale /y^.x) sous la forme JT_{r._1) + ^ oc. En sommant 

les termes ^ , on obtient un terme <2I,T> et en sommant les termes JT_ir_1), on 
obtient un terme Q2,T- Alors par la Proposition 1.10 et le theoreme de convergence 
dominee, quand T —> +00, on a 

(1.69) 

(1.70) 
QI,T -> Qi,oo =   7^2 /      ^,^,00 — 

+2   /" (Gnftt,oo - Ch^fn+i, ft^+1)) 

En utilisant la Proposition 1.10, et le theoreme de convergence dominee, quand 
T ->> +00, on a 

n+l 

(1.71) Q2,T - 2^(r - !)[<&!(Sr,hs*) - chl(5r+1,^+1)] logT 
r=2 

2^ f (^,U,T-St-2m«r,i,T^)^+0(il0gr) 
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-1 

^ 
i=—2m 

n      „I , 

~} Q2,oo := 2 ^ ^   /      [Fr,u,oo ~~ ^'i=—2m0'r,i,oo'U>   1 
r=2«/o 

n-1     -1      1 

^ 
r=l i=—2m 

Par (1.48) et par la Proposition 1.10, on a 

(1.72) Q2,00 = 2X1 /   {v^. [NeM-Vlu)} - ch'(^, ^)}^ 

+2E /     {^,.,00 -ch,(£:r+1,/i^)}-. 
r=l ^1 U 

D'apres (1.48), (1.68)-(1.72), on a le Theoreme 1.6. D 

f) Preuve du Theoreme 1.7. Soit F = F0 D F1 D • • • D Fn = 0 une filtration 
de fibres vectoriels holomorphes de F sur 5. Pour i > 0, on pose GT

1
F = F1'/Fl+1. 

Soit hF (resp ftGrF) une metrique hermitienne sur Fz (resp. GrF). Soit hFt la 
metrique sur F1 induite par hF. 

Soit Gi I'espace orthogonal a Fi+1 dans F*. Alors Gi est C00 -isomorphe a G^F 
sur 5. Soit /i^* la metrique sur Gl induite par hGTtF. Soit P^* la projection or- 
thogonale de F sur Gl. On note iV/f Toperateur de nombre sur Gm et GrP. Soit 
h'F = ehG* la metrique sur F = eG\ 

Soit /iy(T > 1) une famille de metriques sur F telle que hF = hF et qu'il existe 
S > 0, tel que quand T -> +00, pour si G F% 52 G FJ', on a 

(173) <-i.*>hf=raB-4-i((^4»i.^-»)hf, + o(^)). 

(ft?)-1^^ = ^H (2(n - NH) + 0(^))T-^. 

Soient VyZ,Vy, VGrF les connexions holomorphes hermitiennes sur (F^ftfT), 
(F,^), (GrF,/iGrF). 

PROPOSITION 1.11. Quand T ->• +00, on 0 

(1.74) ^[(^r1^exp(-V£2)] =2^Iv[!i^exp(-VG^2)] +0(^1.). 

(1.75) J(F, GrF, hf, hGlF) = -1^ {<pTr [(ft?)"1 Aft£ exp(-V^2)] 

-2^Iv[^^exp(-VG^2)]}dT. 

j4Zors on a 

(1.76) 7(F,GrF,/i^/iGrF)=ch(F,GrF,/iF,ftGrF)    dans   Ps/Ps'0. 
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PREUVE. i) Soit r risomorphisme canonique de Gi a Gr'F. Soit V0' = r* VGrtF. 
Soit Ai e T*(0'1)5 (8) HomfF*, Fi+1) tel que 

(1.77) VF    =VG    +VF       +Ai. 

On pose 

(1.78) v£ = e?=0(v
Gi+,4i). 

Alors on verifie facilement que quand T ->- +oo, on a 

(i.79) vr^'evr'+^+o^). 
et done 

7^ _ TlF ~<   1 (1.80) v^ = V^ + 0(^). 

Si Ton ecrit V£;2 sous forme matricielle relativement au scindage F = 067*, alors 
on obtient une matrice triangulaire. 

En utilisant (1.73) et (1.80), on a (1.74). 
D'apres [BGS1, Theoreme 1.24], (1.74), (1.75) et (1.80), on a 

(1 81) ^^ GrF' ^'/iGrF) = /i^ ^^Tr[exp(-V^2)]c/T 
K       } = -ch(F, hF) + ch(GrF, hGrF). 

ii) Soit P1 le plan projectif complexe. Soit z le parametre complexe standard sur 
P1, et iz : S -> S x P1 Tapplication de a; G S a (x,^) G 5 x P1. Alors comme dans 
[BGS1, Theoreme 1.29] ou dans [Mai, §ll(d)], on peut construire des fibres vectoriels 

holomorphes F* et Gr^F sur S x P1 tels qu'on a les suites exactes 

(1.82) 0 -» Fj+1 -> ^ -> Gr^'F -► 0. 

De plus, si on note F = F0, alors i^F = F, i^F = GrF. 

Par partition de Punite, on peut trouver une famille de metriques hF (resp./iGrF) 
sur F (resp. GrF) telle qu'elle verifie (1.73), et que sous Tidentification ci-dessus, 

(1.83) hf = h^    hy = (BT2n-2ihGriF,    hio6rF = hi~SrF = hGrF. 

Alors d'apres i), le terme J(F,GrF,hF^hGvF) est bien defini. Par la preuve de 
[BGS1, Theoreme 1.29], on a 

(1.84) ch(F, GrF, hF, hGvF) = - f   ch(F, hF) log \z\2. 

Comme les identifications ioGrF ~ iloGrF ~ GrF sont des isometries, on a 

(1.85) /   ch((^,A^log|z|2 = -ch(GrF,/iGrF,/iGrF) = 0   dans Ps/Ps>0. 
JP

1 
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D'apres (1.81), (1.84) et (1.85), on a 

(1.86) ch(F, GrF, hF, /iGrF) = /   ^-/(F, C£F, ftf, h6^) log \z\2 

Jpi zm 

= f   /(F,G^P,/i|,^)^log|^|2    dansP^/F5 

Pax [Mai, (11.17)], (1.83) et (1.86), on a 

jSfi 

ch(F, GrF, hF, hGlF) = i*0I(F, GrF, /if, hGtF) - ^/(F, GrF, ft?, /iGrF) 

dans   Ps/Ps'0. 
(1.87) = 7(F, GrF, /if, hGtF) - I^F, i^GvF, hfcp, tJ~GrF) 

En utilisant (1.75) et (1.83), on salt que 

(1.88) I(iZoFJlo(^,ti~F,hi~6rF) = 0   dans    P5/P5'0. 

Par (1.87) et (1.88), on a (1.76). D 
PREUVE du Theoreme 1.7: On rappelle que PT est la projection orthogonale de 

£ sur KeTD'T associee a /if.. Par la theorie de Hodge, Tapplication s G KerDJ -> 
PTS G Ker£)j est I'identification canonique. Soit PT la projection orthogonale de £ 
sur £T = Ker^T associee a h£. Comme en [BerB, (6.61)], on a 

(1.89) PT = T-NvPTT
Nv. 

D'apres (1.30), on a aussi 

(1.90) PT=Pn+l,T. 

oo 
PA 
oo 

oo 

Soit '£™ Tespace orthogonal a F^Hv+vtf) dans {FPHP^(£),hf), alors '£™ 
et ^9 sont C00 isomorphes canoniquement sur S.  Soit h'e™9 la metrique sur '£^ 
induite par /i^-9, soit h,H(S) = ®h'£~q la metrique sur H(£) = &£™. Soit Pp^ 
la projection de /?(£) = S7^^ sur '5^. 

D'apres (1.90), pour a G PPlH*(£),/? G FP2H^(£), quand T -► +oo, 

(191) (^/3>^)=(PTa,PT^ 
= r2fl",,1",,a[(^i,«-Pi,ooa>Ppaf,-p2foo/3>^HW+0(^)]. 

Comme dans [B4, (6.45)-(6.48)], on sait que 

(1.92) {h^)-1^^ = ^PTNVPT = ^T-
N
-PTNVPTT

NV
. 

Par (1.31), (1.90) et (1.92), quand T -► +00, on a 

(1.93) {h^£))-^h^£) = 1T-
N

-(NV + 0(^))T
N
-. 

En utilisant la Proposition 1.11, (1.91) et (1.93), on a le Theoreme 1.7.   □ 



648 x. MA 

2. Fonctorialite des formes de torsion analytique. Soit TTI : W -> V, 
7r2 : F -> S des submersions holomorphes de varietes complexes de fibres compactes 
XyY. Alors TTS = 7r2 o TTI : TF —> S est une submersion holomorphe de fibre compacte 
Z. Soit £ un fibre holomorphe sur W. Soit (EriS1dr,s)(r > 2, s e S) la, suite spectrale 
de Leray associee a la fibration Zs —¥ Ys. Dans cette Section, on etablit la fonctorialite 
des formes de torsion analytique enoncee au Theoreme 0.1, dans le cas ou le rang des 
fibres Er est localement constant sur 5. Ce resultat est compatible a [Mai, Theoreme 
3.11] quand TTI et V sont projectives. Notre resultat est plus general que celui que 
nous avons obtenu dans [Mai, §4], ou nous supposons que les Hl sont nuls pour i > 0. 

On definit en particulier la classe de Bott-Chern ch(£2,H(Z,f|Z), h^^h*1^^)) 
G Ps/Ps>0. On montre que quand TTI et V sont projectives, cette nouvelle definition 
coincide avec la Definition de ch(i?2,#(Z,£|z)> hE2

rh
H(<z^z^) donnee dans [Mai, 

(10.29)]. On utilise pour cela, de maniere essentielle, le Theoreme 1.2. 
Pour demontrer le Theoreme 0.1, on procede comme dans [Mai, §4]. Par rapport a 

[Mai, §4], on a une difficulte supplementaire, puisque la suite spectrale ne degenere en 
general pas en E2. Pour resoudre cette difficulte, on procede comme a la Section 1, ou 
nous avons considere un probleme comparable en dimension finie, en decomposant les 
supertraces du noyau de chaleur d'une superconnexion qui depend de deux parametres 
u et T, suivant le comportement asymptotique des valeurs propres de Aij, quand 
T —> +00. Pour calculer I'asymptotique de ces supertraces quand T —> +00 ou 
u —> 0, les resultats de [BerB, §6] ne sont pas suffisants, et on procede comme dans 
[Mai, §5]. 

Cette Section est organisee de la fagon suivante. Dans (a), on montre que le 
complexe de Dolbeault muni d'une filtration convenable calcule la suite spectrale de 
Leray au sens de Grothendieck [Grot]. Dans (b), on definit la classe de Bott-Chern 
ch(£,2,iJ(Z,£|Z), hE2,hH(z£\z)) dans le cas ou le rang des fibres Er est localement 
constant sur 5, et on reenonce le Theoreme 0.1 comme le Theoreme 2.6. Dans (c), 
on enonce des resultats intermediaires qui sont utilises dans la preuve du Theoreme 
2.6. Dans (d), on montre le Theoreme 2.6. Dans (e), on etudie Tasymptotique de 
certaines supertraces quand T -¥ +00 ou u -> 0. Dans (f) et (g), on demontre les 
resultats intermediaires. 

Dans cette Section, on utilise les memes notations qu'a [Mai, §3, 4, 5, 10(a)]. 

a) Complexe de Dolbeault. Soient Z et Y des varietes complexes. Soit 
TT : Z -> Y une submersion holomorphe de fibre compacte X. Soit £ un fibre vectoriel 
holomorphe sur Z. Soit (Er,dr) (r > 2) la suite spectrale de Leray correspondant a 
(7r,£), definie comme dans [Mai, 10(b)]. 

Soit 

(2.1) A'iT^^Z) = i^A'CF^0'1^)) D F1(Am(T*^1)Z)) D - • • 

la filtration standard de Am(T*WZ): si 0 < p < q < dim Z, alors a € FPA«(T*WZ) 
si et seulement si 

Xi, • • •, Xg-p+x € TX,    alors    ix1 • • • *xq-p+i <* = 0.. 

Cette filtration induit une filtration sur le complexe de Dolbeault (fi(Z,£),d ). Soit 
(E^dr) la suite spectrale correspondante. 

Par [BerB, (1.11)] et [Mai,(10.24)], on a un isomorphisme naturel 

(2.2) E,
2~H(Y,R*7r*0=E2. 
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THEOREME 2.1. La suite spectrale (E^d'j.) (r > 2) est canoniquement isomorphe 
a la suite spectrale (Er,dr) par un isomorphisme compatible a (2.2), 

PREUVE. Le reste de cette sous-section est consacre a la preuve du Theoreme 2.1. 
□ 

Soit Of, Of les faisceaux des fonctions C00 sur Z, Y, et soit Vz, V^ les Of, 
Of faisceaux associes aux complexes de Dolbeault sur Z, Y.  Pour p > 0, P^ est 

le faisceau des sections C00 de AP(T*^0,1^Z), la differentielle d est O^-lineaire. Par 
[Go, II 3.7], si G est un C^-faisceau, le complexe 

(2.3) Vz(G)=G®ozVz. 

est une resolution de G, car pour p > 0, Vg est un Oz -faisceau plat [M]. De plus 
VP

Z(G) est fin [Go, Theoreme 3.7.3]. D'ou 

(2.4) RP^G = H*(ir.Vz(G)). 

Soit Vx le complexe de Dolbeault relatif dont V^ est le faisceau des sections C00 

de AP(T*(0^X) sur Z, et dont la differentielle d    est I'operateur d le long des fibres. 
 V 

On remarque que d    est Oz et Oy -lineaire. 
 z 

Dans la suite, on note F le (9z-faisceau Oz(Q, et (FQ, d) le complexe (X>^(F), d ). 
Soit Fi = (^Fi'q) le bicomplexe de faisceaux sur Y defini par 

(2.5) F™ =n*Vv
z{F)®oYV

q
Y. 

dont les differentielles sont 1 ® 9^ : J^f'9 ^ ^f'^1 et aZ ® 1 : ^f'9 -> ;Ff+1'*. Par le 
meme argument que precedemment, on sait que le bicomplexe Ti est une resolution 
acyclique du complexe de CV-faisceaux Tr^Vz(F). 

On filtre le complexe Efa) = (Py^),^ (g) 1 + 1 ® 5y) par ^(Py^)) = 

®p'>pry(Jr*'p )• Alors d'apres [Mai, Remarque 10.12], la suite spectrale (^(^"i),^) 
associee a Py^i) calcule la suite spectrale de Leray (a partir de r = 2). 

Soit ^2 = (^f'9) le bicomplexe de faisceaux sur Z defini par 

dont les differentielles sont 1 <g> d* : JF™ -> ^«+1 et 9^ (g) 1 : ^f'9 -^ Jf+K On 

(2.6) rZ"=T>p
z{F)®oMWz. 

 ^ 
dont les differentielles sont 1 <g> d    : ^f,9 "^ ^ 
note (Tzid) le complexe total correspondant. 

La filtration (2.1) induit une filtration du complexe de O^-faisceaux (T>z,d ). 
On a done une filtration du complexe (^ ? d) 

(jr2,d) = (F0^2,d) D (F1^^) = (2^(i0 ®oz F'V'z) D ■ ■ ■ 
(2.7) D(FdimY+1F2,d) = {0}. 

 Z 
De meme on a une filtration sur le complexe (VZ(F), d ) = (To, d). 

Soit jo Tinclusion du complexe (^0,^) dans le complexe (J^jd) induite 
par Pinclusion jo : F ^-> T>Z(F) qu'on tensorise par Vz. Alors jo induit une injection 
du complexe filtre E^o) = (Tzi^o)^) dans le complexe filtre E^) = (Tzift),*!) 

Pour p, q > 0, on a aussi Tapplication canonique 

7r*Vp
z(F) ®oY V

q
Y -> Tt*Vv

z(F) ®OY 7r,7r*Vq
Y -> 7r*(2>£(F) 0Oz ^*^y) 

(2.8) ->7r*(Vp
z(F)®0zV

q
z). 
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Elle induit une application de complexes filtres ji : E^i) -> E(J:2)' 
Si on note (^r(^),dr) (i = 0,2) la suite spectrale correspondante a (£J(Jri),d) 

filtre comme ci-dessus, alors pour r > 0, ji (i = 0,1) induit une application de 
complexes ji : E^Fi) -> Er(J

r2)- On a aussi 

(2.9) (Er(To),dr) = (E,
r,d

,
r). 

Dans la suite, on va montrer que pour r = 1, les ji (i = 0,1) sont des isomor- 
phismes de complexes. 

On calcule tout d'abord le terme EQ^) (i = 0,1,2). 

On note £{To),£(Ti),£(ft) les complexes (^(Vx(F)),dX), (7r*(£>£(F)) ®oY 

Of,dZ <g> 1), (7r,(X>£(F) ®o, Vx), d
Z <g> 1 +1 ® d*). Soit F(f (^)) les cohomologies 

associees. 
Pour p, g > 0, on a la suite exacte suivante 

(2.10) 0 -> F^V^ -> FpP^+g -> P^ ®w-io? TT"
1
^ -^ 0. 

Comme O^ est un O^-faisceau plat, et comme T>%
Z(F) est un C^-faisceau localement 

libre de type fini, d'apres (2.10), on a aussi les suites exactes : 

0 -> F ®oz F
p+1Vp/q -> F ®oz F

pVp^q -> F ®oz {Vq
x ^-IQ? ^~lVp

Y) -> 0. 

(2.11) 0 -> 2>£(F) ®oz F^1^ -> ^(F) ®oz F
pVp/q 

-+ WZ{F) ®oz (V
q

x (Sr-io? K-
1
V

P
Y) -+ 0, 

Comme WZ(F) ®oz F
pVp

z+
q, F ®oz F

pVp+q', P^ sont des faisceaux fins, et comme 
Vy est un Oy -faisceau localement libre, par (2.11), on sait que 

(2.12) E™^) = ry(£«(.F<) ®o? 2^). 

Comme 2)^ est un Oy -faisceau localement libre et fin, d'apres (2.12), on a 

(2.13) Ff'Vi) = ry(ir«(£(*i)) ®o~ 2^). 

Dans (2.8), pour g = 0, on obtient une application de complexes ji : £{!Fi) -> 
£(J:2)- Soit jo Pinclusion du complexe ^(^o) dans le complexe £ (ft), induite par 
Pinclusion jo •' F c-> ^(J7) qu'on tensorise par Vx. Par (2.12) et (2.13), Papplication 
ji : E^ft) -» Eo(ft) est induite par ji : £(Jri) -t £(ft), et Papplication ji : 
E^ft) -> E^ft) est induite par ji : H(£(ft)) -+ H(£(ft)). 

LEMME 2.2. Soit G un Oz-faisceau plat et fin sur Z, et soit R un Oy -faisceau. 
Alors il existe un isomorphisme canonique 

(2.14) 7r*G <g>oy R ~ irm(G ®oz n*R). 

PREUVE. En effet, on a les morphismes canoniques 

7r*G ®OY R ~^ K+G ®OY K+^R —> 7r*(G ®oz 7r*i?). 

On note r : 7r*G ®>OY R -> ^*(G ®C>Z 7r*R) le morphisme compose. Pour montrer le 
Lemme, il suffit de montrer que pour tout x € Y, 

Tx : (n*G)x ®oYtX Rx = (7r*G®Oy R)x -> v^G^Oz ^R)x' 
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est un isomorphisme. 
i) On suppose que R est un CV-faisceau coherent. 
Soit x € y, alors il existe x e U un ouvert de Y et Ll des Oy-faisceaux libres de 

rang fini sur J7, tels que (I^cKi^n est une resolution projective de R sur U. Comme 
TT est plat, on salt que (7r*(Li)) est aussi une resolution projective de 7r*R sur 7r~1(C/). 
Done on a le diagramme commutatif suivant: 

(2.15) 

()->►    7r*(G<g>oz7r*Ln)->     ►    7r*(G<g>oz 7r*L0) ->    7r*(G 0Oz ^r*^)    "> 0 
t t t 

0 ->       7r*G (8)c>y L
n->        ■••■->•       7r*G ®c>y i -> ^*G 0or i?       -> 0. 

En utilisant que G est un (9z-faisceau plat et fin, on voit que la premiere ligne 
de (2.15) est exacte. D'apres [H, Exercice 2.2.1], on a aussi 

(2.16) 7r*(G ®oz ^L1) ~ ir*G ®oY L
1. 

On sait aussi que le foncteur 0 est exact a droite, d'ou la deuxieme ligne de (2.15) 
est exacte. Par un argument de suite spectrale, on a (2.14). 

ii) Injectivite. Soit / € Kerr^ {x G y), alors, il existe gi € {'K*G)x,ri £ Rx(i = 
1, • • •, k) tels que / = SfLi^i 0 n. On note R' le sous faisceau de R engendre par 
r* dans un voisinage U de x. Alors Rf est un CV-faisceau coherent. Comme G 
est plat, Papplication G <g>Oz TT*^' -> G ®oz 7r*R est injective. Done Papplication 
7r*(G 0Oz ^R') —► 7r*(G 0c)z 7r*i£) est aussi injective. Comme / G (TT^G 0OZ -R'Ja:? 
par i), on sait que / = 0. 

iii) Surjectivite. Si / € 7r*(G 0c>z ir*R)x (x G y), alors il existe un voisinage U 
de #, tel que / est une section de G®Oz ^R sur TT

-1
 (U). Done pour tout y G TT

-1
 (X), 

il existe gy^ G Gy, r^^ G Rx (i = 1, • • •, A:y) tels que / = Ejp^j 0 r^^ sur un voisinage 
de y. Comme TT est propre, on peut choisir yi, — ' iVi € ^~1(x) pour representer /. 
Soient r* G i?a; (« = !,•••>&) les elements correspondant a {yj}j- Soit i?' le sous 
faisceau de R engendre par u dans un voisinage U' de x, alors i?' est un CV-faisceau 
coherent. Comme / G 7r*(G 0Oz ^*Rr)x, d'apres i), 

/ G Tx(n*G ®Oz R')x C rx(7r*G 0Oz #)*• 

On a bien demontre le Lemme 2.2. D 

Les(^(F),aX), (^(F)0oz7r*(9^,9Z0l), {Vz{F)®oz Wx, d* ®l + l®dX) 
sont des resolutions acycliques du O^-faisceau F®Oz ^Oy, et done pour i G {0,1,2}, 
il existe un isomorphisme naturel [H, Proposition 3.1.2A], 

(2.17) i?#7r*F 0oy 0?? ~ ^(f^i)). 

Par (2.17), pour i = (0,1,2), les !!{£(?{)) sont canoniquement isomorphes. 

LEMME 2.3. Pouri = 0,1, ji:H(E(Jri))-^H(£(J^)) coincide avec Visomorphisme 
canonique H(£(Ti)) ~ if (^(^2)). 

PREUVE. Soit Sri^) (resp. ^(j^)) la suite spectrale associee au bicomplexe 
5(^2) filtre par 

F'fCFa) = ep'>p7r*(l^ 0oz 2?^)    (resp.F/P<f(JS) = e^>p7r*(^ 0C)Z Z>£)). 
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Comme VZ(F) est une resolution du (9z-faisceau F, et comme les P^ (p > 0) 
sont des O^-faisceaux plats et fins, on salt que pour p > 0, q > 0 

(2.18) £lP'0(?2)=n*(F®ozVV(),    S?'9 (F2) = 0. 

On a done 

(2.19) £iP,V2)=£p(^o),    fiM(J72)=Q   pour   g>0. 

Done jo : £(^0) ~> ^(^2) induit un isomorphisme de H(£(Jb)) sur H(£(J:2)).  De 
plus, sous Pidentification (2.17), jo est I'identite. 

D'apres la preuve du lemme de Poincare pour Poperateur d [GrH, p25], on salt 
que X>^ est une resolution du C^-faisceau 7r*Oy . Comme les T>P

Z{F) (p > 0) sont 
des Oz-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0, q > 0 

(2.20) £ip'V2) = MX£(F) ^Oz ^O??),    fiP'g(^2) = 0. 

Par le Lemme 2.2, on a 

(2.21) £ip>0(T2)=£Ufi),     £ip'Hr2)=0    pour    q > 0. 

Done ji : £(Ti) -> f (^2) induit un isomorphisme de if(£(.Fi)) sur H{£{J:2))^  De 
plus, sous Pidentification (2.17), ji est Pidentite. 

On a bien demontre le Lemme 2.3. D 

PREUVE du Theoreme 2.1: Par (2.12) et par le Lemme 2.3, on sait que ji : 
Ei(Ti) ->• Ei(Jr2) (i = 0,1) est un isomorphisme canonique. Comme pour tout r > 1, 
les ji : Er(Ti) -> Fr(J

r2) sont des morphismes de complexes, on sait que pour tout 
r > 1, les ji sont bijectives. Done jf1 o jo donne un isomorphisme Fr(J

ro) — E^Fi). 
Done la suite spectrale (F£,dJ.) = (Fr.(J

r
0),dr) (r > 2) est canoniquement isomorphe 

a la suite spectrale (Er,dr). 
Ceci termine la preuve du Theoreme 2.1. D 

b) Le theoreme principal. Soient W, V, 5 des varietes complexes. Soient 
TTI : W ->• F, 7r2 : V ->• 5 des submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. 
Alois TTS = 7r2 o TTI : IF ->• 5 est une submersion holomorphe de fibre compacte Z. 
Soit £ un fibre vectoriel holomorphe sur W. Soient f?#7ri*£, i?#7r3*£, R'^+R'ni+i les 
images directes de £,£, i?#7ri*^. 

Pour s G 5, on note (Er,s,dr,s) (r > 2) la suite spectrale de Leray associee a la 
fibration Zs -» Y^, ^. Soit n = dim Z. 

On suppose que i?7ri*£ est localement libre sur V, et que pour tout r > 2, p, g > 0, 
le rang de E^q est localement constant sur 5. Alors les Riri*^ Rfts*!;, Er (r > 2) 
sont des fibres vect oriels holomorphes sur V, 5,5. 

Soit uv (resp. UJ
W

) une (1,1) forme reelle, fermee sur V ( resp. IF), dont la 
restriction a chaque fibre Y (resp. Z) definit une metrique hermitienne gTY (resp. 
gTZ) sur le fibre tangent relatif TY (resp. TZ). Comme dans [Mai, §3(a)], on note 
hR7ri*Z, hH(z>Z\z\ hE2, les metriques L2 sur i?7ri^, H(Z,€\z) = R^s*^ E2 associees 
kg™*™,*. 

Soient T^CJ^,^), T2(u)v,hR7ri^), T3(Ljw,h^) les formes de torsion analytique 
construites dans Bismut-Kohler [BK6] sur F, 5, 5 associees a (ni,uw,h$) , 
(7r2,a;M*^), (TTS^M). 
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Pour s G 5, r > 2, -BT._}_i?s est la cohomologie de (Eri8, drj<s). On definit la metrique 
hEl' sur Er comme a la Section 1. En effet, pour r > 2, soit d* Tadjoint de dr pour 
hEr. On pose 

(2.22) Dr = dr + d;. 

Alors, par la theorie de Hodge 

(2.23) Er+1 - KerDr. 

Done Er+i herite de la metrique de Er. 
DEFINITION 2.4.   On  definit   la  classe  de  Bott-Chern  ch^, H(Z1^z),hE2, 

hH(Z£\z)) G pS/pS,0 par la formule 

di(E2,H(Z,Zlz),hE\hH(z^) = X™2ch(Er,Er+1,h
E^hE^) 

(2.24) -ch(H(Z, fiz), Boo, hH<z>t\*\ hE~). 

THEOREME 2.5. Si TTI et V sont projectives, les definitions de ch(E2,H(Z,£\z), 
hE2

1h
H^z^z^) donnees dans [Mai, Definition 10.15] et dans (2.24) ^ont equivalentes. 

PREUVE. Soit (£)o<z<n une resolution TTI* et TTS* acyclique de fibres holomorphes 
de £ sur W, et F = («?"*,J")o<t,j<n une resolution 7r2* acyclique de fibres holomorphes 
du complexe (jR07ri*£2) au sens de [CE, chap. XVII]. Si on filtre le bicomplexe E^) = 
RPitz*? par FPE(!F) = (Bp'>pR07r2*J:*,p , alors la suite spectrale associee (^(J7),^) 
calcule la suite spectrale de Leray (Er,dr) (a partir de r = 2) [Mai, §10 (c)]. On 
se donne des metriques hermitiennes ft^p,q(-?r),hsi,,(^) sur E™(T) = R07r2*Fp'q, 
E™{T). 

Dans [Mai, Definition 10.15], on a defini ch(£2,iJ(Z,£|Z), hE2,hH<<z^^) e 
P5/F5'0 par 

i 

(2.25) di(E(F),H(E{F)),hE^,hH^^)-J2MEi(^Ew(?),hEi{Jn,hEi+^) 

Par Theoreme 1.2, on sait que le terme a droite de (2.24) est egal a (2.25). Ceci 
demontre notre result at. D 

Pour la commodite du lecteur, nous enongons de nouveau le Theoreme 0.1. 
THEOREME 2.6. On a Videntite suivante: 

T3(ujw,hZ) -Q(u>v,hR*i*t) -/yTd(ry,^)ri(ww,^ 
(2.26) + J^ Td(rz, rr, gTZ, gTY)ch(t, h*) 

-ch(E2,H(Z^lz),hE^hH(z^)=0   dans    Ps/Ps^. 

PREUVE. Le reste de cette Section, est consacre a la preuve du Theoreme 2.6. D 

REMARQUE 2.7. Si TTI et V sont projectives, par le Theoreme 2.5, les resultats 
de [Mai, §12] impliquent le Theoreme 2.6. Done, si TTI et V sont projectives, et si 
les Er (r > 2) sont des fibres vectoriels holomorphes sur 5, on obtiendra ainsi deux 
preuves distinctes du Theoreme 2.6. On peut aussi considerer que si les hypotheses 
de [Mai] et celles du Theoreme 2.6 sont verifiees simultanement, on obtient une autre 
demonstration du Theoreme 2.5. 
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Par le Theoreme 2.1, on peut noter sans inconvenient (EriS,drj8) (r > 0,5 G 5) 

la suite spectrale associee au complexe filtre (fi(Zs,£|£a),9 ). Alors par [Mai, (5.5)], 
EQ = n(Y,n(X,£|x)|Y). On munit EQ de la metrique hEo construite en [Mai, (5.4)]. 

On rappelle que 0V       '    est la connexion sur fi(Z, £\z) definie en [Mai, (5.13)]. On 
designe aussi VEo la connexion sur EQ correspondant a [Mai, (5.5)]. 

Dans la suite, on identifie Er a un sous-fibre vectoriel de EQ comme a la Section 
1(a), [BerB, §6]. Alors on a une suite de sous-fibres hermitiens de EQ, EQ D EI • • • D 

Pour r > 1, soit E$- I'espace orthogonal a Er dans Er_i. Alors Dr (r > 2) agit sur 
-Ey+i comme un operateur inversible. Pour r > 1, soit pr la projection orthogonale 
de EQ sur Er. On pose p^r = 1 — pr. Soit VEr (r > 2) la connexion holomorphe 
hermitienne sur (Er,h

Er). Alors, en utilisant [B2, Proposition 1.8], [Mai, (5.25)], 
comme en (1.10), on a 

(2.27) VEr =:prV
EoPr. 

Pour u > 0,r > 1, on pose 

(2.28) VriU = VEr + uDr. 

c) Des resultats intermediaires. On utilise les memes notations que dans 
[Mai, §4]. Comme dans [Mai, §4], on supposera que S est compacte. 

THEOREME 2.8. i) Pour tout u > 0, 

(2.29) ^lirn^ <pTr8 [N3^T exp(-JB|)Ujr)] = tpTr, [(N2,u + Nx) exp(-B|>tl)]. 

ii) Pour tout u > 0, il existe C, 5 > 0 tels que pour tout T > 1, 

<pTrs [M3)U,Texp(-B|iU)T)] - ^<pTrs [(Nx - dimX) exp(-B|iU)] | 

(2-30) ^^ 

iii) Pour tout 0 < Ui < U2 fixes, il existe C > 0 tel que pour u G [1/1,1*2], T > 1, 

(2.31) |^Trs [iV3,u,T exp(-JB32
)U)T) <a 

PREUVE. L'inegalite (2.30) a deja ete montree a [Mai, §5(i)]. En utilisant [Mai, 
(5.43), (5.45), (5.63) et (5.67)], on a aussi les inegalites (2.29) et (2.31). 

On a termine la preuve du Theoreme 2.8. D 

Pour r > 1, on pose 

(2.32) ch'(£r, h
E*) = cpTrs [iVz exp(- V^'2)]. 

On rappelle que hT   ' |z   est la metrique L2 sur H(Z,£\Z) associee a gj>Ziht, 

et que VT      |z   est la connexion holomorphe hermitienne sur (H(Z,£\z),hT   '      )• 
On rappelle aussi que ((Er,h

Er) G Ps a ete defini dans [Mai, Definition 10.3]. 
On a Tanalogue des Theoremes 1.6 et 1.7. 
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THEOREME 2.9. On a Videntite suivante 

^ { J*00 2{¥>■&. [iV3,u2,r exp(-B32
iU2?r)] - <pTrs [NZ exp(-V?(ZAz)'2)] } ^ 

-2Sr>2(r - l)\ch'(Er,h^) - ch'(Er+1,h
E^)\ log!1) 

(2.33) +00 
_ L J > . 

= J       {VIVS[(N2tU + NX)exp(-B2
2
iU)] - ch'(£;2,h

E>)}™ 

-Sr>2C(£;r,h*-) + r'(l) [ch'(E2,h*) - ch'iEoo, hE°°)]. 

THEOREME 2.10. H existe 5 > 0 tel que, quand T —► +oo, on a 

^.[o;<«">«p(-v?li!*'w)] 

De plus 

f*00 {^s [Q?«-*> expHT?™^)] +^. [2(Ar"-r
dimX) exp(-V^.2)] }dT 

(2.34) =ch(H(Z,Z[z),E00,h
H(z'^),hE°°)   dans   Ps/Ps'0. 

PREUVE. Les preuves des Theoremes 2.9 et 2.10 sont differees aux Sections 2(f) 
et 2(g). D 

d) Preuve du Theoreme 2.6. On precede comme dans [Mai, §4]. Les termes 
if et J4 ont deja ete traites dans [Mai, §4]. D'apres les Theoremes 2.8-2.10, on pent 
aussi traiter les termes if et /^ comme on I'a fait dans la Section 1(d). 

Comme dans la Section 1(d), en combinant la preuve du Theoreme 2.9, et [B4, 
§6.6-6.8], on peut traiter aussi le terme a droite de [Mai,(4.8)]. Done il existe 9f, flfj 
#! des formes universelles explicites sur 5 telles qu'on a 

4 

(2.35) Yl Ii= ^i - "I - ®d0l. 

En procedant comme dans [Mai, §4], on obtient le Theoreme 2.6. □ 

e) L'asymptotique de certaines supertraces quand T -» +00 ou u -> 0. 
On utilise les memes notations que dans [Mai, §5]. 

On rappelle que pr est la projection de EQ sur KerD^ definie dans [Mai, 
Definition 5.6], pj; = 1 — pT) et que la norme | |o sur EQ est definie dans [Mai, 
§5(f)]. Soit || ||0'0 la norme sur L(EQ,EQ) associee a | |o . On rappelle que pour 
T > 0, I'operateur A^ = TD$ + D$ est defini en [Mai, (5.16)]. 

Pour r > 2, s G 5, soit SpD^s (resp. Sp-D^'f0) le spectre (resp. le spectre non 
nul) de D^i8. Dans la suite, on fixe ci,C2 > 0 tels que 

(2.36) Ur>2SpZ^>oc]CljC2[   et   ]0,2ci[n Uses SpDP = 0. 
ses 

Soient J, A C C les contours definis comme on Pa fait apres (1.45). Soit £', A7 les 
domaines de bords par 5, A. Soit Ui C C defini comme en (1.28). 

Le resultat suivant est etabli dans [BerB, Theoreme 6.5]. 
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PROPOSITION 2.11. Pour r>2,\eUi,se E$, quand T -> +00, on a 

(2.37) (A - T^A^yh -> pr(X - Dr)-lprs. 

Par (2.37), pour r > 2, les valeurs propres de A^ qui sont 0{fhri) sont de la 
forme T^rr(SpDr + O(^)). D'ou, pour T » 1 

(2.38) Sp^nlO^IC j^UU^j^. 

Pour r > 2, T > 1, on pose 

Pr,T=^T / (A-T^A^)"1^, 
(2 39) 27rz •'{Aec.iANv^} 

^r,T =Pr,T -'Pr+l,r- 

Pour r > 2, soit i£rjT la somme directe des espaces propres de A§?^2 associes aux 
valeurs propres A G [O^/T2^-1)]. Alors pr^r est la projection orthogonale de £0 
sur Ersr- Pour T ^> 1, -Erjr est un fibre vectoriel sur 5 et &\in.Er^T = diinEr. Pour 
r > 3, soit E^T I'espace orthogonal a EriT dans Er-i^- Soit E^T Tespace orthogonal 

a E2,T dans EQ. 

Pour T > 1, r > 2, soit Qf
rT : Er ->• ErjT Fapplication lineaire 

S e Er -> Q'r^TS = pr,TS E jBr.T- 

Evidemment, Fapplication QJ.T (r > 2) est C00 sur 5. D'apres (2.37), pour T assez 

grand, QJ.T est injective pour tout s e S. Comme dimE^x = dimEr, Q'rT est un 

isomorphisme de Er sur Er,T- Soit Q*T Fadjoint de Q'rT. On pose 

(2-40) T _0/     -O-l 
i?r,T = {Q'^TQ^T)

1
'

2
, 

Jr,T — Qr,T^r,T' 

Alors Jr5T est une isometrie lineaire de Er sur J5rjT, et J~^ — R~^Q*T. 
Soit pr^T{x^x')^pr(x^x,){x^x' E ^s,s E 5) les noyaux C00 des operateurs pr,T? Pr 

relativement a ^(x/)/(27r)dimZ. 
PROPOSITION 2.12. Pour tout k e N, z7 exis^e 5 > 0 ^e/ ^e 50^5 /a norme Ck, 

pour r > 2, T > 1, on a 

(2.41) PrsH*,^) =Pr{x,x')+0(7^). 

PREUVE. i) Par (2.38), (2.39), pour T > 1, on a 

-1- f 
(2 42) x'*'' 27ri J{AeC'lAl=ci} fe.T     =3il/{AeC.|A|=e1}^-40)^)-1^ 

2^/{AGC,|A|=v^r}(^~i4T  )~  d^- 

En procedant comme dans [Mai, §5(f) et §5(g)], on sait que^^C^,^')^^' £ Zs) ^ 
ses derivees sont uniformement bornees pour 5 E 5, x^x' E Zs, T ^> 1. 



FORMES DE TORSION ANALYTIQUE ET FAMILLES DE SUBMERSIONS II        657 

Par [BerB, (5.75), (5.85), (5.86), (5.90), (5.91)], on voit que pour A €   C, |A| = 
T/CT, on a 

(2.43) {X-AP)-1-p1(X-DY)-1p1 
o,o     c 

- f' 
De (2.42) et (2.43), on tire que 

(2.44) P2,T - P2 
0,0       c 

- T' 

En appliquant la methode de [BL, §ll(p)], pour r = 2, on obtient (2.41). 
ii) Pour r > 2, par (2.38), 

(2.45)pr,T = J2,Tp2[^/ 
{Aec.iANv^} 

r1 J
2,T (A - T^A^)-1 J2,Td\] J2-^,T. 

Soit (J2iTP2)(x,xf), (^2,T P2,T)(^5^
/
) (XJ^'EZ^, 5 G 5) les noyaux C00 des 

operateurs J2,TP2, J^TPZ^T relativement a dvz(x,)/(27r)dimZ. En utilisant (2.41) pour 
r = 2, on a 

(2.46) 
(
J

2~TP2,T)(^') =i>2(a:,x/) + 0(^). 

Soit {Ek,T,sidk,T,s) (s e S,k >0) la suite spectrale associee a fi(Zs,^|^J constru- 
ite dans [BerB, §6(a)]. Soit pk,T(s),Dk,T(s), ifrk.xM8) = (/0i,A,T(5))o<i<fc (fc > 2,s G 
5) les operateurs definis dans [BerB, §6(a), (b)]. On note po,T = UE0,PI,T = PT- 

Soit BT I'operateur defini dans [BerB, §5(a)]. Par la construction de [BerB, §6(a)], 
QkT = pk^Br : (Ek,dk) -> {Ek,T,dk,T) (k > 0) est un isomorphisme de complexes. 
Soit dl,QlT les adjoints de cfo, Qfc,T- Alors 

(2.47) 
Dk,T = Qk,TdkQk}r + (Qk}r)*d*kQ*k,T' 

Soit pk^ix^x^ix^x' £ Zs,s £ S,k > 2) le noyau C00 de PA:,T relativement a 
d^(z,)/(27r)dim2'. En utilisant [BerB, (5.47), (6.6)], [Mai, (5.27)], pour Jfe > 2, on a 

(2.48) Pk,T(x,x') =Pk{x,x')-\-0{^I) 

D'apres [BerB, Theoreme 6.2], pour // E R, ipk,x,T est une application lineaire de 
Eg dans (Efi)k+1 dont la norme est uniformement bornee pour T > 1. Par [BerB, 
(6.49)], on a 

(2.49) 
(A-T T-1^(0)\-1 (A-IV,T)-W + S*=i<A,r/Ti 

+(A - T'-Mf)-1 ( - XSUI^UT/T" + D?Vr,x,TlT) ■ 

Dans la suite, on va montrer que 

(2.50)      -L / ^2:T(A-^-140))-1J2,T^A=pr|£;2+O(^). 

D'apres (2.41) pour r = 2, (2.48), (2.49), on a (2.50) pour la norme C0. 
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• Soit U une section C00 de TRS. On rappelle que la connexion V^0 sur EQ est 
definie a la Section 2 (b). On note vEnd(£;o) la connexion sur End(Eo) associee a V^0. 
Par (2.49), on a 

vEnd(i?o)(A _ rr-l^))-! = V^^^A - Dr^p^r + Zr
i=1 V^^^T/T 

(2.51) +(A - T-^)-1 ( " ASr=1 V§nd(£o)^)AiT/T' + V^^D?^.r/r) 

+ ^vEnd(E„)(A _ Tr-lA(0)r^ ( _ AS^^^/ri + D^^/Ty 

On remplace V^11 ^ 0^(A — T7"-1^!^)"1 dans le dernier terme a droite en utilisant de 
nouveau la formule ci-dessus, et on repete Poperation r fois. Alors il existe 0$, fa, gi 
(1 < * < (r + I)2) Qui > Pour tout /i € R, sont des applications lineaires de EQ dans 
EQ ^ dont les normes sont uniformement bornees pour T > 1, telles que 

(2.52) +Xi>16i/T
i + (A - T^A^y^i^fi/r 

+^:(A - T^^^V^V^^^^^KA - T^1^)-1^!^/^. 

L'operateur [V^0,^!^] est un operateur differentiel d'ordre 1 le long de la fibre Z. 
Par [Mai, (5.56)], il existe C, Co, Ci > 0, tels que pour A £ Ui, s £ EQ, on a 

(2.53) 

Done 

(2.54) 

(A - T^AP)s\o > T'-1(Co||S||£: - CiHo), 

(A-T1-1^)-1*!   <C|s|o. 

(A-T*-1^)-1*       <C|4 

1). 

De i), (2.47), (2.52), (2.53), (2.54), on tire (2.50) pour la norme C1. 
On repete les arguments ci-dessus, alors on obtient (2.50) pour la norme Ck(k > 

De i), (2.45), (2.46) et (2.50), on tire (2.41) pour r > 2. 
On a montre la Proposition 2.12. D 

On rappelle que VT   '      est la connexion sur Q(Z,£\z) definie en [Mai, (5.12)], 

et que les operateurs AU!T et Aj.' sont definis en [Mai, (5.14) et (5.16)]. On pose 

(2.55) Ar^T = ATr-iUtT = CTB3^-IU)2J'C^ . 

Soit A^l T (resp. ^"IT) 'a Partie de ArtitT de degre 0 (resp. > 0) dans A(T^S). Par 
[Mai, (5.'l4) et (5.16)]', on a 

(2.56) 

On pose 

(2.57) 

AO)      _Tr-lA(0) 

4?l = Or fv?^|z) 
1^CT(T3,T)J Cf1. 

2V2T 

n   „-\A{®    4(>0)1 -I-^(>0)'2 

■«r,l,T —  [-<*r,l,T>/1r,l,Tj "T" "^r.l.T   • 
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Pax [Mai, (5.21), (5.23)], quand T -»■ +oo, on a 

(2.58) 
CTCT(T3,T)C^ = C(T2) + 0(^). 

On rappelle que le produit hermitien ( )0 sur E$ (resp. la norme | IT.I sur EQ) 

est defini dans [Mai, §5(f)], et que oyA^**0'1^)®? est la connexion sur A^^0'1^)®^ 
definie en [Mai, §5(b)]. 

DEFINITION 2.13. Pour 2 < r < n,T > 1,s e Eo, on pose 

(2.59) |S|2r)T)1 = Ip^Tsll + ElllT^-^q^sll+T^-^p^sll,. 

Comme dans [Mai, §5(f)], soit |    |r,T,-i la norme sur EQ
1
 associee a |    |r,T,i- 

On a Panalogue de [Mai, Theoremes 5.19-5.25]. 
THEOREME 2.14. JZ existe Ci,C2,Cs > 0,To > 0 tels que pour T > To, s^s' G 

A(T^S)^E0f 

(2.60) iT-r-ljCO)   |2 > r I   |2        _ r<iq\2 
\1 J±T  S\Q si ^l|5lr,T,l       (^2|S|o? 

T2(r-1) (APS^APS'^ I < C3\s\r,T,l\s'\r,T,l, 

K^r.l.T^Ool ^ ^(Islr.T.lk'lo + lslols'lr.T,!)- 

PREUVE. Soit (T*-1^^^)^,^), (JD/fePib)^,^) (a:,a;' E Zs,s G S,fc > 2) les 
noyaux C00 des operateurs Tk~1APpkjT, DkPk relativement a dvz(xr)/(2ir)dimZ. Par 
(2.38), pour T > 1, k > 2, on a 

(2.61) 

T*-1^^ = J2,m f^r f AJ2-^(A - r^1^)"1 J2,Tett| J^p2tT. 

En utilisant (2.46), en procedant comme dans la preuve de (2.50), on a 

(2.62) (Tk-1A{°)pk,T)(x,x')=(Dkpk)(x,x')+0(±). 

Done 

(2-63) T^^VT = Dkp£+1pk + O(ij). 

Pour s, s' e A(TR5)®-BO, on a 

T2(r-1) ^(0)^ ^OJ^V = T2(r-1) ^p^TS, 4°^') 

(2.64) +T2('-1)S^ (40Ws,40Ws')o 

+r2('-1) (40)pr>TS, 40)
^,TS')O . 

En utilisant [Mai, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T » 1, on a 

(2.65) 
T^A^s 
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Par (2.38), (2.39) et (2.64), pour T > 1, on a 

(2.66) T^A^s > T^-')\A^Ts\l > CoT^-V\q±Ts\l 

De (2.65), (2.66), on tire la premiere equation de (2.60). 
En utilisant [Mai, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T » 1, 

T^-Dl (40>s,40V)o |    < CsT^-^p^slrM^'lT,! 
(2.67) " +XrkZ12C3T

2lr-%ktTS\0\qk,Ts'\o 

+ |T'-140)pr,TS|o|T'-140)Pr,TS'|o 
< C3|s|riT,l|s'|r,T,l- 

En utilisant (2.41), (2.56), (2.58), (2.62) et (2.63), pour k,k' > 2, T » 1, comme en 
[Mai, (5.56)], on a 

| ([43.T' A{>0MpiTS,piTs')0 | < CT*-1 (|P£T*IT,IIPITAO 

+ \piTs\o\piTs'\T,l), 

<CT'-
1
|^7.S|T,I|P2,TS'|O, 

<CT'-
1
|P2)TS|O|^TS'|T,I, 

(2.68)     ([A^lT, A^JP^S^TS^ 

([^lT,A{>%}p2,TS,piTs')o 

([42,T.4ri3']».T«.9*'.T«')0] < C(Tr-k + Tr-k')\qk,Ts\o\qk>,Ts'\o. 

On a une inegalite analogue a la derniere equation de (2.68), si on remplace ^,T OU 

qk',T pa,rpr,T- 
En utilisant (2.56), (2.58) et (2.68), pour T > 1, on a 

(2.69) 
(Rr,i,TS,s% | < C\\s\\Eh\s'\o + | ([A^A^s^s^ 

On a bien termine la preuve du Theoreme 2.14. D 

Soit Ui,- - •,£/m(resp. U[,- -,11!^,) une famille de sections C00 de TJIY (resp. 
TRX) telle que pour tout y G V (resp. x G W) C/i(2/), • • •, ?7m(2/) (resp. U[(x), • • •, 
U^ix)) engendrent (TnY)y (resp. (rRX)x). On rappelle que VT est la famille 
d'operateurs agissant sur EQ definie en [Mai, (5.60)], 

_ /       0r7A(T*(0,1)z)^ xorTACT^0'1)^)^   JL      xo^ACT^0'1^)®^   ±) 
VT = [PT V^H pr, PT V^H J4, jp#0V^ PT)- 

DEFINITION 2.15. Pour T > 0, soit £>^ la famille d'operateurs agissant sur EQ 

(2.70) V'T = {^TQ^T, Q G VT} . 

THEOREME 2.16. Powr tout k G N yjare, «7 earisie C^ > 0 te? gwe pour T > 
l,Qir~,QkeWT, *,*' € A(T£S)®Eo, on a 

(2.71) ([Qu [Q2, • • • [Q*, 4i,r]i * * •]]«» 5,)o   ^ ^l«lr>rli|«
/|r,r,i. 

PREUVE. On considere d'abord le cas ou k = 1. Soit Q G PT- 
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Les operateurs [ V^H ,PT],   V^/ py, jpr v^) (resp. 

QP2,T, P2,TQ (Q £ 2>r)) sont des operateurs dont les restrictions aux fibres X&(& G V) 
(resp. Zs,(s € S)) ont desnoyauxC00 uniformement bornespour (#,a;') € X^xXf,,b G 
y,T > 1 (resp. fax') € ZsxZs,se S,T » 1). 

1) • Par (2.39) et (2.56), on a 

(2.72) [pt,TQP29T, d$i] = Ptr [Q, 45;T]P2;T. 

D'apres [Mai, Theoreme 5.21], (2.56) et (2.72), pour s,s' G A(T^5)§£;o, on a 

(2.73) | ([^TQ^^T]^^ I < CT^'-^I^^IT.II^T^IT.I- 

Soit 

(2.74) 
GT=[CTV;

(Z
^

)
C5:

1
I4

0)
]. 

Alois GT,HT sont des operateurs differentiels d'ordre 1 le long de la fibre Z, et GT 
est la partie de A? de degre 1 dans A(TpS). 

Par [Mai, (5.16), (5.36)], (2.56) et (2.58), les coefficients de HT sont uniformement 
bornes pour T > 1. Par la Proposition 2.12, pour s, sf G A(T^S)§)Eo, on a 

(2.75) ([ptrGPt^HT]s,sr)J = | (([Q,HT] - [QP2,T + ^TQ^HT^S,^)^ 

<C\\s\\EM. 

• Par (2.56) et (2.58), ^4^ ^ est un operateur differentiel d'ordre 1 le long de 
la fibre Z, dont les coefficients sont uniformement bornes pour T > 1. D'ou, pour 
8,5' G A(T^5)0Eo, on a 

(2.76) | ([^TQ^TA^2]^^ I < C\\s\\Eh\s'\o. 

2) Pour montrer le Theoreme 2.16 dans le cas ou k = 1, par (2.56), (2.72)-(2.76), 
il suffit de montrer que pour Q G VT, S, S' G A(T^5)0£

,
O, on a 

(2.77) \([p2fTQP29T>Tr-1GT]8,s')Q I < C|5|rfTflk
/|r,Tfl. 

i) Pour s.s' G A{T^S)^Eo, on a 

(2.78) + (feT^r'^lfe.r^P^T*') 
/r i \0 

ii) Par (2.39), on a 

(2.79) QpirGr - GrpirQ = [Q, GT] - QP2,TGT + GTP2,TQ. 
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Par [Mai, Theoreme 5.21], (2.41), (2.58) et (2.79), on a 

( i$,TQ$,T>GT\p2,T8>P2,T8') 
(2.80) = I {(QP2,TGT - GTP2,TQ)piTS>PiTS,)Q 

< C(|P^TS|T,II^;T
5/

|T,I +r|^;T5|o|^;T5,|o). 

_ ^o^ACT^^^ ^ ^o^ir^zm^ ^^ par (2>41)j on a iii) • Si g = i40V^       "^^ ou p£0V^J 

(2.81) 
(QP2,TGTP2,TS,P^P^TS')Q 

_^   0T7A(T*(0,1)Z)®^ 

<T|P2,TS|O 

• Soit Q =pr
0V^      '"^pr- Par (2.74), on a 

(2.82)PTGTP2,T = [PTD^CT^^C^
1
 - CrVj^'^f ^^ft.r)]^. 

D'apres (2.58), (2.62) et (2.82), le noyau de PTGTP2,T est C00, uniformement borne 
pour T > 1. De meme , par (2.62), le noyau de P2,TGTP2,T est C00, uniformement 
borne pour T ^> 1. Done 

|([^TQP^T5
G

T]P2,TS,P^T
S/
)    |=    (QpiTGTP2,TS,PTP2,TS')0 

(2-83) =   (QPTGTP2,TS - QP2,TGTP2,TS,PTP2,T
S,

)0 

< C\p2yTS\o\pTP2,TS,\0' 

iv) Comme en iii), on a aussi 

(2.84) [([P^TQP^T^TJP^T^^TS')   | < CIp^lr.ilft.Ts'lo. 

De (2.60), i)-iv), on tire (2.77). On a montre le Theoreme 2.16 pour k = 1. 
3) Les commutateurs d'ordre superieur. 
On repete les arguments ci-dessus, et on obtient le Theoreme 2.16 dans le cas 

general. 
On a bien termine la preuve du Theoreme 2.16. D 

Pour r > 2,T > 1, on pose 

(2.85) Fr^T = ^-[ e-*2A(A - A2
r^T)-ld\. 

Soit -FYuT(#?#') (#,#' € Z^) le noyau C00 de I'operateur Fr^T relativement a 
dvz(x')/(2n)6hnZ. 

THEOREME 2.17. Pour tout k e N,wo > 0, il existe C > 0,6" > 0 tels que pour 
u>uo,T> TQ, x,xr e Zs, 

(2.86) sup 
|a|<fc 

0M+l"#l _> , 

PREUVE. En utilisant les arguments qu'on a donnes au debut de la preuve du 
Theoreme 2.16, en utilisant les Theoremes 2.14 et 2.16, et en procedant comme dans 
la preuve de [B4, Theoreme 9.20], [BL, Theoreme 13.32], on obtient le Theoreme. □ 
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Soit E^T I'espace orthogonal a Er,T dans EQ- Si A est un operateur lineaire de Eo 

dans Eo, on ecrit A sous forme matricielle relativement au scindage EQ — Er>T®E^T 

A = 
Ai    At 
A3    .44 

tel que Ai = pr,r^Pr,T, ^2 = Pr,TAp^T, ■■■. 
Par (2.27), (2.41), (2.58) et (2.62), quand T ->• +00, on a 

<l,T.l = PrDfa + Pr[Dr, V
B-]pr + pr

0VQ{Z*z)'2pr + O(^), 

(2 s?) i4?il'r'2 =^[^(v?(z'€|z)-^^rr^(r3^))cT1^r-140)]^T+o(i)I 

<iX3=^T[C'T(V^|z)-^^rrCT(T3,T))C,;1,T'--140)]pr,T + O(l), 

<1,T,4=r2('-1)40)42+^.l,T,4- 

On note aussi | |r)T,o la norme | |o sur EQ. Pour A € L(E§,E$) (k,k' e 

{—1,0,1}), on note imir'T la norme de A associee a |    \r,T,k et |    |r,T,fc'- 
THEOREME 2.18. // existe 6, C > 0,To > 0 tels que pour tout X e Ui, T > 

To,r>2, 

(2.88)|U2;1,T)1 +AlhTt2(\
2 - ^.i,^)"1^,!,^ -Pr.TJ'r.T^.i^TPr.T 

1-1 < £ 

PREUVE. Par (2.39), (2.60), et en procedant comme en [B4, Theoreme 9.22], pour 
r > 2, A € C, |A| < 2^, on a 

(2.89) 
(A2 - r2^-1)^/: 

|0,0 

lr,T 

"1 r
1,0<£ 

((A^-r2^-1)^'2)-1 I0'1        r- 
\r.TST, 

|(A2-T2('-1)40)
4'2] -1 

1-1.1 

<c. 
Ir.T     ~ 

De (2.59), (2.60), on tire que 

(2.90) 

A2 
r,l,T,2 

-Rr,l,T,4 

1,-1 

r,T 
1,-1 

r,T 
1,-1 

r,T 

<C. 

<C, 

< ^ 

On a aussi 

(A - ^i,!,^)-1 = (A - T^-^g2)-! 
( '    ) +(A-T2('-1)40i2)-1E?=

drs(i?r,1,T,4(A-T2('-1)40)
4'2)-1)' 
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De (2.89), (2.90) et (2.91), on tire que pour r > 2, A G I/i, T > 1, on a 

(2.92) 

(A  - ArlTA) <C, 
-i,i 

r,T 

(A3-^,wr1-(Aa-Ta(r-1>iiS?i'9)-1 

|(A2 _ T2(r-l)j4W)2)_1 + {T2(r-l)A(0),2rl 

-i.i     c 

^ < I' r,T    - T 

Pour simplifier, on note la connexion CTVT     
lz CJ,

1
 sur Q(Z,£\z) par VT- En 

utilisant (2.58), (2.59) et (2.68), on a aussi 

(2.93) 
l^^rr^rtc-.r-.^lt;'^, 

Vj-.r'-Mff' 
1,-1 

r,T 
<c. 

D'apres (2.27), (2.28), (2.87), (2.90), (2.92) et (2.93), pour montrer (2.88), il suffit de 
montrer que 

(2.94) 
tr Pr,T[VT,Tr-UP}p±T(T^-l)AWf)-lp 

-Pr,TJr,TPr'VB°pjr'VBoprJ-}pr,T 

VT,^-
1
^]^ 

|1,-1 

lr,T 

On a 

(2.95) i>r,T [Vr, Tr-140)]#T(^(r-1)^JV#T [VT, T^1^]^ 
= Pr,T^TPr,T^TPr,T 

+Pr,TTr-1Ai°)pr,T[VT,Pr,T^ 

+PrAVT,PrriptT(Tr-1A{T^ 

Par (2.41), (2.58), [VT^T] est un operateur differentiel d'ordre 0 uniformement 
borne pour T ^> 1. 

De (2.41)7(2.58), (2.59), (2.62), (2.93) et (2.95), on tire (2.94). 
On a bien termine la preuve du Theoreme 2.18. D 

On rappelle que ^u est I'application de A(T^S) sur A(T^5) definie avant (1.47). 
Pour 2 < r < n = dim Z, T > To, on pose 

^r,u,T ^uVTr, [iV3fT2(.-i,fr I e-u2x(X - A^y'dx], 

Fr,u,oo = ^u^s[Nz j e-ttaA(A-I>2i)-idA]> 

(2.96) Gr^T = ^-^uVTis [iV3,T2(-i),T f eru2\\ - ^.i.r)"1^]    pour r > 1, 

Gi.u.oo = ^^^Tr, [(JVa,! + Nx) J e-u2x(X - Bl^dx], 

Gr|tlfoo = ^u^Tr5[iVzy'e-u2A(A-2?21)-idA]. 

Alors pour 2 <r <n 

(2.97) Fr,tt|0o + Gr,u,oo = ^Trs [iVz exp(-P^) . 
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On a Panalogue de la Proposition 1.10. 
THEOREME 2.19. i) // existe 5 > 0,Ci > 0, C > 0,T0 > 0 tels que pour u > 

l,T>To,2<r <n, 

(2.98) \Fr^T - Fr.u.ool < §se~ClU' 

ii) iZ existe des formes ar,;,T, &n,i,T (T G [To, +oo], 1 < r < n, —2dim5 < i < 0), 
C00 sur S, telles que 

(2.99) Gr^oo = -Sri-2dim5ar,i,oo^i + ch'{Er+UhEr+1)y 

Gn^T = S^dlmS^ATti* + ^ [jVZ exp(-V?(^|z)'2)] . 

Quand u -» 0; uniformement en T > TQ, on a 

(2.100) Fr,w,T = S?=_2dim5ar,i,T^ + 0(u)    pour   r > 2, 

GI,W,T = -E?=_2dimSai,f,T^ + 0{u). 

iii) On a 

(2.101) ar,o,oo = ch'^r, hEr) - ch'(£r+1? hEr+1),    pour    r > 2. 

/Z existe 5 > 0 tel que pour 1 < r < n, quand T ->• +oo, on a 

(2.102) &n,i,T = -an,i,oo + O(^j-)     pour   z < 0, 
^,Tr-(n-1)i + Ep=2ar|ifTr-^r-1)i = -ai,£fT     pour   * < 0. 

PREUVE. i) En utilisant les Theoremes 2.17 et 2.18 et en procedant comme en 
[BL, §ll(p) et §13 (o)-(q)], on a (2.98). 

ii) Comme a I'interieur de 5', 0 est I'unique valeur propre possible des operateurs 
A^T,Dl, Dy'2, pour r > 2, u <E C, |ti| > 1, on a 

Gn.ti.T = ^^s[N3jT2(n-i)u2iTJ e-x{\-A2
niUiT)-ld\], 

Giftt,oo = ^Trs[(iV2^ +JVx)^e-A(A-B2
2
}U2)"

1rfA], 

(2.103) Grf1lfoo = ^^s [iVz I e-A(A - 2?^ J-^A] . 

En utilisant (2.103) et en procedant comme en [B4, §9.13-9.14], on a (2.99). 
iii) • Pour T E [To, +00], soient 

(2.104) /r,u,T = 1pulFr,u,T,      9r,u,T = ^Gr^T- 

Alors /r,ii,T et Pr,n,T sont des fonctions holomorphes en u E C. 
En utilisant les Theoremes 2.14- 2.18, et en procedant comme en [BL, §ll(p) et 

§13 (o)-(q)], on sait qu'il existe aussi C > 0,5 > 0 tels que pour tout u E C, \u\ < 1, 
T > To, on a 

(2.105) |/r,u,T - /r,tx,oo| < yj, 
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En particulier, quand T —> -foo, les fonctions {/r,w,T}> {#r,u,T} sont des fonctions holo- 
morphes uniformement bornees en {u G C, \u\ < 1}. Elles ont done un developpement 
en serie uniforme en u au voisinage de u = 0. De (2.105), et de la formule de Cauchy, 
on tire que les coefficients de ces developpements convergent quand T ->> 4-oo a la 
vitesse 0(^3-). De (2.104), on deduit le resultat correspondant pour les fonctions 
•fr,u,T> GryUiT (qui sont elles-memes meromorphes en u). On a bien demontre (2.100) 
et les deux premieres equations de (2.102). 

• De (2.97), (2.99), (2.100), on tire (2.101). 
• Comme en (1.64), par (2.38), pour T > To, on a 

n 

(2.106) Gl,u,T = 22 Fr,T-r+iu,T + G^r-Cn-D^y. 

Par (2.99), (2.100) et (2.106), on a aussi la troisieme equation de (2.102). 
On a bien termine la preuve du Theoreme 2.19. □ 

f) Preuve du Theoreme 2.9. On procede comme dans la preuve du Theoreme 
1.6. 

En appliquant [Mai, Theoreme 5.15], on a 

(2.107) lim    f ^2{^IV5[iV3,n2,Texp(-B32
jw2jT)l-G1,u,T) — 

= J 002{^Trs[(iV2,u2 +Nx)exp(-Blu2j\ -Gi^oo}^. 

En utilisant le Theoreme 2.19 et (2.106), pour T > To, on a 

/      2{Gl,UiT-^s[iVzexp(-V^-)'2)]}^ = i:2/ F.uA 

(2.108) +2 T00     \Gn,u,T - ^Trs \NZ exp(-vf Z'^)'2)] }-. 

On decompose chaque integrale /T_(r_i) sous la forme /T_(r_1) + J^ 00. En sommant 
les termes J^ ^^ on obtient un terme <3I,T> et en sommant les termes /T_(r_1), on 
obtient un terme Q2,T- Alors par le Theoreme 2.19 et le theoreme de convergence 
dominee, quand T —> +oo, on a 

(G„>u,oo-ch'(E„+1,/i£»+1))^- 

(2-109) r=2 

En appliquant le Theoreme 2.19, et le theoreme de convergence dominee, quand 
T -> +00, comme en (1.71), on a 

Q2,T - 2 £;L2(r - 1) [ch'(£r,h
E') - ch'(Er+1, h

E^)] logT 

(2.110) -»• ^2,00 = Er^l /l+00 2 (^r.u.oo " ch'(Sr+1, h
E-+>)) ^ 

+2E"=2/o1{^4^exP(-2?r
2
iJ]-ch'(£r,^)}f. 
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D'apres (2.97), (2.107), (2.109) et (2.110), on a le Theoreme 2.9. D 

g) Preuve du Theoreme 2.10, On rappelle que PT est la projection orthogo- 
nale de EQ sur Kei\Df correspondant a p^z, h^. Soit PT la projection orthogonale de 

I£o sur ET = KerA^   associee a (   )0. 
D'apres [BerB, (6.63)], pour a, a' G EQ, on a 

(2.111) <PTa,iW)T = ^^T {PTTN-BTa,PTTN-BTa')Q . 

Par (2.38) et (2.39), on a 

(2.112) JPr=Pn+ilr- 

En utilisant les Propositions 1.11 et 2.12, et en procedant comme dans la preuve 
du Theoreme 1.7, on a le Theoreme 2.10. □ 
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