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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE ET FAMILLES DE
SUBMERSIONS IT1*

XIAONAN MAt

Abstract. In this paper, we continue the work [Mal]. We finally prove the functoriality of the
analytic torsion forms with respect to the composition of two submersions. This result extends to a
relative situation a result by Berthomieu-Bismut, proved in the case where the second projection is
on a point.

0. Introduction. Le but de ce travail est de démontrer la fonctorialité des
formes de torsion analytique relativement & la composition de deux submersions. Cet
article est la deuxiéme partie de ce travail.

Soient W,V, S des variétés complexes. Soient 13 : W — V, 1y : V = S des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = 7w om : W — S est
une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit £ un fibré vectoriel holomorphe
sur W.

Soient R°m.&, R*73.€, R*m2. R*m1.€ les images directes de &, &, R°m.é. On
suppose que les R*m1.£, R*m3.&, R*ma. R*m.£ sont localement libres. Soit H(Z,§z),
H(X,&x) les cohomologies de ¢z, §x- Alors H(Z,z) est un fibré holomorphe Z-
gradué sur S. Plus exactement R*73.{ = H(Z,{|z). De méme R*m.§ = H(X,§x).

Soit wY (resp. w") une (1,1) forme réelle, fermée sur V ( resp. W), dont la
restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7¥ (resp.
gT%) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Soit g7 la métrique hermitienne
sur TX induite par w". Soit k% une métrique hermitienne sur .

Soient hH(X:61x) = pRm.& pH(Z&2) et pR72- B8 los métriques Ly sur H(X, §x),
H(Z,§z) et R*ma. R*m1.£ correspondant & g7, hé; gTZ hE et gT¥ pfmE,

Soient Ty (w"W, hé), To(wY, hE™+8), T3(w",h?) les formes de torsion analytique
construites dans Bismut-Kohler [BK&] sur V, S, S associées & (m,w",ht) ,
(m2,w", hE™1+8) (13, wW  hE). Les formes T} vérifient 1’équation

(0.1) g%Tl(ww,h5)=ch(R‘7r1*§,hR“1‘5)— /Y Td(T X, g7 %)ch(¢, h?).

Soit Td(TZ,TY, g7%,9™¥) € PW /PW0 la classe de Bott-Chern définie en [Mal,
(3.2)], telle que

99 ~ TZ TYy _ TZ
0.2) —TA(T2,TY,g"%,g™) = Td(TZ,977)

—nt (Td(TY, ¢7¥)) TA(T X, g7X).

Soit PS I’espace vectoriel de formes réelles sur S qui sont la somme de formes C*
de type (p, p). Soit P50 I'espace des o € PS, qui s’écrivent sous la forme a = 83+,
ou 3, sont des formes C* sur S.

Pour s € S, il existe une suite spectrale de Leray (E,s,d,)(r > 2) [Grot] telle
que Ey = R*my, R*m1,£. Soit hP? la métrique sur E, induite par AFE™2+Bm1.€,

*Received January 19, 1999; accepted for publication October 8, 1999.
tHumboldt-Universitat zu Berlin, Institut fiir Mathematik, Rudower Chaussee 25, 12489 Berlin,
Germany (xiaonan@mathematik.hu-berlin.de).

633



634 X. MA

On suppose que le rang des E, (r > 2) est localement constant sur S. On définit
une classe de Bott-Chern &(Em H(Z,§z), "2, hH(Z’ﬁlZ)) € P% /P50 par la formule

ch(Bz, H(Z,§z), b, kT P412)) = £22 ,ch(Ey, By, ™, hE+1)
(0.3) ~Cch(H(Z, € z), Eoo, hH(Z412) pFe),

ol les hB~ sont des métriques hermitiennes sur E,, et les ch(E,, Ey,q, hBr, hEr+1),
ch(H(Z,§z), Eoo, h(Z412) hE=) € PS[PS0 sont des classes de Bott-Chern au sens
de [BGS1]. Alors

(0.4) %ch (B, H(2,612), h2, h1612))
=ch (H(Z £|Z) hH(Z,€|z)) — ch(Es, hEz)

Dans [Mal], on a donné une construction algébrique de la classe ch (B2, H(Z,¢2),h"2,
RH(Z:412)) dans les cas suivants: i) £ est 71, et w3, acyclique; i) Les 1 et V sont pro-
jectives. En particulier, dans [Mal], les E,, (3 < r < 00) ne sont pas nécessairement
de rang constant. Toutefois quand les hypothéses de [Mal] et les hypothéses du
présent article sont vérifiées simultanément, on montre que ces deux constructions de
ch(Es, H(Z, £ z), hP2, hH(Z412)) sont équivalentes.

Le but de cet article est de montrer le Théoréme suivant.

THEOREME 0.1. On a lidentité

T3(W", h8) — Ty (w", hAm+€) — [, TA(TY, g™ )T1 (w", h¥)
(0.5) + [, Td(TZ,TY, g7%, g7¥ )ch(€, f)
—ch (Ez,H(Z &2), WP, hH(Z42)) =0 dans PS/PSO.

L’énoncé du Théoréme 0.1 est formellement identique a 1’énoncé du résultat prin-
cipal de [Mal]. Cette identité formelle implique a posteriori que les définitions de
ch(E», H(Z, §z), kP2, hH(Z412)) dans [Mal] et dans cet article sont équivalentes.

Cet article est organisé de la fagon suivante. A la Section 1, on montre un ana-
logue du Théoréme 0.1 en dimension finie. La Section 1 nous servira de modeéle pour
la preuve du Théoréme 0.1, qui est donnée & la Section 2. De plus, elle nous per-
mettra de montrer directement que les définitions de ch(Es, H(Z, §z), P2 hH(Z812))
données dans [Mal] et dans notre article sont compatibles. A la Section 2, on mon-
tre d’abord que le complexe de Dolbeault muni d’une filtration convenable calcule la
suite spectrale de Leray au sens de Grothendieck. On montre enfin la fonctorialité
des formes de torsion analytique, le Théoréeme 0.1.

On se réfere a l'introduction de [Mal] pour une déscription générale de nos
résultats. On utilise aussi les notations de [Mal, §3,4,5,10(a)].

Dans tout Darticle, si A est une algébre Z,-graduée, si A, B € A, [A, B] désigne
le supercommutateur de A et de B.

1. Class de Bott-Chern d’un bicomplexe. Soit (£,d,v) un bicomplexe
de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe S. Soit (&,d,) la suite
spectrale associée 4 la filtration par v. On suppose que les £, sont des fibrés vectoriels
holomorphes sur S. Dans cette Section, on établit une relation entre la class de Bott-
Chern du complexe total (£,d+v) et les classes de Bott-Chern de (&, d,). Le résultat
principal de cette Section est énoncé au Théoreme 1.2.
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Une stratégie possible pour démontrer le Théoréme 1.2 serait d’utiliser
la déformation sur P* [BGS1, §1(f)] et [BGS4, §4]. On obtiendrait un bicomplexe de
fibrés holomorphes sur S x P!, qui coincide avec le bicomplexe donné sur S x {0},
qui a tous les propriétés de ce bicomplexe sur S x P!\ {co0}, mais qui est tel que sur
S x {0}, la suite spectrale dégénére en E,. Mais, en général, les (£/,d..) relativement
a ce nouveau bicomplexe ne sont pas localement libres, ce qui nous interdit d’utiliser
cette méthode. On est donc amené & utiliser une technique analytique directe.

On procede en effet comme & [Mal, §4], mais ici, ’analyse est plus facile puisqu’on
est en dimension finie. Toutefois, on a une difficulté technique supplémentaire, puisque
la suite spectrale ne dégénére en général pas en &;.

Cette Section est organisée de la fagon suivante. Dans (a), on rappelle les nota-
tions et les hypothéses. Dans (b), comme & [Mal, §4], on construit une 1-forme sur
R} x R} . Dans (c), on énonce une suite de résultats intermédiaires qui sont utilisés
dans la preuve du Théoréme 1.2. Dans (d), on montre le Théoréme 1.2. Dans (e) et
(f), on démontre les résultats intermédiaires.

On utilise les mémes notations de [Mal, §10(a)].

a) Le théoréme principal. Soit S une variété complexe de dimension m.
Soit £ = (£P7)(0 < p,q < n) un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur
S. Soit H(E) la cohomologie de £. Soit (&,,d;) la suite spectrale induite par la
filtration FPE = @, 2,,8""'. Soit F*H () la filtration associée sur H(E). On pose
GrPHPY4(E) = FPHPHI(E)/FPHLHPI(E). Then £ = GrPHPT9(£). On suppose
que pour p,q,r > 0, le rang des fibres £2'9 est localement constant. Alors les £P9,
FPHP4(E) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S.

Soit h¢ = @®hf™" une métrique hermitienne sur £ = ®EPI, telle que les P9
soient mutuellement orthogonaux. Soit h#(€) la métrique sur H(£) induite par k€,
en utilisant la théorie de Hodge.

Soient d : EP9 — EPTLA o : £P4 — £PaFL eg différentielles du bicomplexe €.
Soit v*,d* 1’adjoint de v,d pour h€. Alors on a

(L1) [v,d] = [0, d"] = 0.
On pose
(1.2) D=d+d", V=v+v"

Soient Ng, Ny les opérateurs de nombre sur £, i.e. Ny, Ny agissent sur P9, EP?
par multiplication par p, q. Alors N = Ny + Ny est 'opérateur de nombre total sur
.

On va définir par récurrence une suite de sous-fibrés hermitiens de £, £ D &] D
-+ D& D tels que

(1.3) &~ &
On pose
(1.4) E=E=E.

Supposons qu’on a construit les £/, (r' < r). Alors comme &!. ~ &,, Popérateur d, agit
sur &/. Soit dy 'adjoint de d, pour la métrique de £.. On pose

(1.5) D, =d, +d,
gl

41 = KerD;.



636 X. MA

Alors &7, C &/, et £, hérite d’une métrique de £,. Par la théorie de Hodge,
(1.6) g,,’.+1 ~ gr+1.

Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théoréme 6.1].

PROPOSITION 1.1. Pourr € N, &, est naturellement scindé en une somme directe
orthogonale & = @, EL7, avec EIP'Y C EP9, de telle sorte que sous lidentification
(&L,dy) =~ (Erydy), On a ELP ~ EP.

Désormais, on ne distingue plus &/ et £.. Donc on a
(L.7) E=6D&E D8 D

Soit hé+ (r > 0) la métrique sur &, induite par la métrique k€.

Soit PS I’espace vectoriel de formes réelles sur S qui sont la somme de formes
de type (p,p). Soit P 'espace des a € P°, qui s’écrivent sous la forme a = 83+ 97,
ott 3,7 sont_des formes C* sur S.

Soient ch(&, H(E), hE , hH©)), ch(E,, Epyr, hEr, hE+1), ch(H(E), Eoo, RHE) hE=) €
PS /PS50 des classes de Bott-Chern au sens de [BGSl] définies dans [Mal, §10(a)].

THEOREME 1.2. On a l’égalité suivante

(1.8) (&, H(E), h , W E)) = SHSch(E,, Epyr, hE, HETHY)
— ch(H (E),E00, K1) hE>) dans PS/PSP,
PREUVE. Le reste de cette Section est consacré & la preuve du Théoréme 1.2. O

Pour r > 1, soit £+ l'espace orthogonal & &, dans £,_;. Pour r > 1, soit p, la
projection orthogonale de & sur &.. On pose p, = 1 — p,. Alors D, agit sur 5,J~+1
comme un opérateur inversible.

Soient V¢, V- les connexions holomorphes hermitiennes sur (£, h%), (&, h%").
Soit P, la projection orthogonale de &, sur &41. Alors par [B2, Proposition 1.8], on
a

(1.9) Vért+t = p, V&P,
Par récurrence, on a

(1.10) Vér =p,Vép,.

b) Une 1-forme sur R} x R}. Pour v > 0,T > 1,7 > 0, on pose

At =D+TV,
(1.11) Dsur = V& +udr,
Dry = V& +uD,.
On définit aussi
(1.12) Dy = VE +u(d +Tv*), Dy, r= =V 4 u(d+Tw).

Soit ¢ ’homomorphisme de A(T{S) sur A(TRS )i a— (27ri)__d§&a.

DEFINITION 1.3. Soit a7 une 1-forme & valeurs dans PS sur R’ x R}:

2N 2Ny
(L13)  aur = dupTre[ = exp(~D} o 1) + dTwTr, [ exp(=D3 1)
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THEOREME 1.4. On a l’égalité suivante:

2 =0, b
daty,r = ~dudlp{D: Tr, (Db 7, N exp(~D o r = )]
0 " 2 b
(1.14) 9 Tr [[D5 7, Nlexp(~D3 o = N0)]

—56%’1}3 [Nexp(-D2 7 - %NV)] )

PREUVE. La preuve est la méme que dans [BK6, Théoréme 2.9]. O
c) Des résultats intermédiaires. Pour T' > 0, on pose
hg’ — @p,qT2qh£P-q )

Alors h%. est une métrique hermitienne sur £ = @, ,EP?. Alors ’adjoint de v pour la
métrique hgl est donné par T2v*. On pose

(1.15) Dy =D +v+T?*.
Alors on a un isomorphisme canonique C*® de fibrés vectoriels sur S
(1.16) H(€) ~ KerDr.

Soit h? ©) Ja métrique hermitienne sur H (&) induite par lidentification (1.16). Soit

V? ) 1a connexion holomorphe hermitienne sur (H(&), h? (5)). Soit Pr la projection
orthogonale de £ sur KerD/. associée & hf.

THEOREME 1.5. i) Pour tout u > 0,

. _n2 _ D2
(1.17) Tll)riloogoTrs[Nexp( D3,U,T)] goTrs[Nexp( Dl,u)].

ii) Pour tout u > 0, il ezxiste C > 0 tel que pour tout T > 1,

(118)  [oTr, [Ny exp(~ D3, 1)] — 0T, [Ny exp(-D3,)]| < 2.

iii) Pour tout 0 < u; < ug fizés, il existe C > 0 tel que pour u € [uy,us], T > 1,
(1.19) [T, [NV exp(-DE , )] | < C.

Pour r > 0, on pose

ch' (€., hET) = oTr [N exp(_vsr,z)],

(1.20) ch'(H (), hH(©)) = T(~1)% ch(H'(€), A" ®).

On rappelle qu’on a défini (€., hé") € PS dans [Mal, Définition 10.3]. Par [Mal,
Proposition 10.4], on a

(1.21) C(&r, hE) = ch(&y, Epgr, hE RE+1)  dans PS/PSO.
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THEOREME 1.6. On a lidentité suivante

lim { /;+oo 2{‘»0’1}3 [N exP(_’Dg,u,T)] - (pTI‘s [N exP(_vg(g),2)] }dzu

T—+o00
—2%,3a(r — 1) [ch'(é‘r, hE") — ch! (Epp1, HE+ )] log T}
+c0
=2 [ (TN exp(-D8 )] - o' (62,1 }
1
—Sy52C(Er, hE7) + T'(1) [ch'(€2, hE2) — ch' (Eco, hE )].

(1.22) du
u

THEOREME 1.7. Quand T — +00, on a

@Trg [Nv exp(-Vg (8)’2)] = ¢Tr, [Nv exp(—VS“’Q)] + O( 51:)-

De plus

+00
[ {om [y exp(-vEO)] - v, [y exp(-ve= )] } 0
) T
(1.23) =—%&1(H(£),£°o,hm5),he°°) dans PS/P50.

PREUVE. Les preuves des Théorémes 1.5 et 1.6 sont différées 4 la Section 1(e), et
la preuve du Théoréme 1.7 est différée a la Section 1(f). O

d) Preuve du Théoréme 1.2. Pour montrer le Théoréme 1.2, on utilise la
méme méthode qu’a [Mal, §4]. On note aussi I} les termes correspondants définis
dans [Mal, §4(c)]. En utilisant [Mal, (10.12)], (1.21), les Théorémes 1.5-1.7 et en
procédant comme dans [Mal, §4], on a

IB= —N+Och(E,, Erpr, o, hE) +TV(1) [ch'(é‘l, hé1) — ch (Eco, h&»)],
I3 = Ch(H(E),Eoo, hH(E) hE=),
3= ch(€, H(E),hE,RH©) +T'(1) [ — ch'(€, hf)
b (H(E), AH®)],
= ~h(E &, hE,18) + T'(1){6Tr, [Ny exp(~VE2)]

—Trs [Nv exp(—V¢12) }

(1.24)

En combinant la preuve du Théoreme 1.6, et [B4, §6.6-6.8], on peut traiter aussi
le terme & droite de (1.14). On a ainsi

(1.25) ¥ ,I3=0 dans P5/PSO.
D’apres [Mal, §10(a)], on a aussi
(1.26) ch'(H(E),h©)) — ch'(Ex, hE=) € P50,
¢Tr, [NV exp(—Vg’z)] — T, [NV exp(—Vgl’z)] € P50,

Par (1.24)-(1.26), on obtient le Théoréme 1.2. O
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e) Preuves des Théorémes 1.5 et 1.6. Soit Br(T' € [1,+0o0]) une famille de
tenseurs, on notera que pour ! > 0, quand T' = +o0

1
BT_—_O(F)a

si pour tout £k € N, K C S compact, il existe ¢ > 0 tel que pour T' > 1, le sup des
normes de Bt et de ses dérivées d’ordre < k sur K est dominé par ch

Dans la suite, les convergences des formes sur S sont au sens de la convergence
uniforme sur tout compact K C S. Pour simplifier les énoncés, on suppose désormais
que S est compacte.

Pour r > 0,z € S, soit SpD, , le spectre de D, ;, soit Spszg I’ensemble des
valeurs propres non nulles de D, .. Désormais, on fixe ¢; > c2 > 0 tels que pour
reN

(1.27) u,égsppzfg C {seR, e <|s| < y/ez}.
x
Soit
(1.28) U={ e C,Y2 <\ <ye,ou &< A <2y}

ProprosiTION 1.8. I existe Ty > 0 tel que pour tout T > To,r > 1,A € Uy,
(A=Tr"YAr)™! eziste, et quand T — +oo

(1.29) A-T""A7)"' =p,(A-D,) 'pr + O(%)-

PREUVE. Comme pn(r' > 1) est C® sur S, en procédant comme en [BerB,
Théoréme 6.2], on sait que les applications définies comme dans [BerB, Théoréme
6.2] sont C* sur S. En utilisant [BerB, (6.49)], on obtient la Proposition. O

Par (1.29), pour r > 1, les valeurs propres non nulles de At qui se comportent
comme O( T}q—) sont en correspondance biunivoque avec les valeurs propres non nulles
de D,.. Pour T > 1, on pose

(1.30) PrT = i A=T"*Ap)7 YN, pir=1-p.71.
T 27 Jpec h=va ’ '

Alors en utilisant la Proposition 1.8, quand T' — 400, on a
1
(1.31) pr,r = pr + O(5)-
Pour T > 1,u > 0, on pose
(1.32) Byt =V +uT™ ' Ar.

THEOREME 1.9. Il existe Ty > 0 tel que pour tout A\ € Uy, T > To, r > 1,
(A* = B2, 1) existe, et

1
(1.33) (>‘2 - 372‘,1,T)_1 = pr()‘2 - Df,l)"lpr + O(T)
PREUVE. Comme en [Mal, Proposition 5.12], on a

(1.34) Sp(B?,.r) =Sp(T?"~ 1 A}.).
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D’apres la Proposition 1.8, (1.34), il existe Tp > 0 tel que pour tout T > Ty, 7 > 1,A €
Ui, (A = B2, r)~! existe. On pose

Er = p, B2, vpr7, Fr =prrB2, 0}
(1.35)

Gr = Pi:TBz,l,TPr,T, Hr = PTL,TB?‘,LTP#T
Alors en utilisant (1.10), (1.29) et (1.30), quand T — +o00, on a

Tr_lATpr,T = pr,TTr_lAT = prDrpr + 0(%’)7

Er = pngpr +pr[Dr7 Vgr]pr + prvg’zpr + O(%),
Fr = p,7[VE,T" " Arlp}r + O(2),

Gr = pr[VE, T Arlpe 7 + O(1).

(1.36)

Par (1.29) et (1.30), quand T — 400, on a aussi

PrL,T()\ T A7)t =(A - TT—IAT)_IPf,T = 0(%%
(1.37) T’_IATpﬂ:T()\ - T 1Ap)™?
= (/\ - TT_IAT)_lp;!:TT"_lAT = —p;L + 0(%)

D’apres (1.37), quand T — +00, on a
(A— Tr‘lAT)“lpT{T[Vg, T’“IAT]p,{T(/\ + T 1Ar)~!
= [(,\ - TT‘IAT)_lp,%’TT’_lAT] Vgprl,T(/\ + T 1Ar)!

+(A =Tt Ap) " 'ptpVE [T’_IATpﬂ:T(/\ + TT_IAT)_I]
— o)

(1.38)

Par (1.32) et (1.38), pour T' > Tp, A € Uy, on a

()\2 — I{T)'—1

i prr(A+ T Ap)™! {()\ — T 1A7)!
P (vg’2 +[V¢, TT_IAT])pTl,T
A+T14r) "} (A = T2 A7) py

P;'IT()‘2 - TQ(T_I)A%")_IP#T
+PTL,T()\ + T A7) PO(F) (A - T A7) 'p;r.

(1.39)

En utilisant (1.36), (1.37) et (1.39), pour T > Tp, on a

Fr(N’ = Hr) ™' = prr[VE, T7  Arlopp (W = T2~V AZ) " 1pip + O(3)
(140) = (p,7T" A7) VE (prp(N = T~V A%) ply)
£ praVE (T Arpp (R = TH=D A3)=1pLl) + O(%) = ().
De méme, on a

(1.41) (A2 — Hp)"'Gp = 0(%).
Par (1.36), (1.37) et (1.39), on a

(1.42) Fr(A? — Hr)"'Gr = —p,(VEpF)(VEp,) + O(%).
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D’apres (1.10), (1.36) et (1.42), on a

1
(1.43) Er + Fr(\* = Hr)™'Gr = p;D},1pr + O(7)-
On pose
(1.44) MT’)‘ =)\ - Er — FT(/\2 — HT)_IGT.

Par [BerB, (5.85)], on peut écrire (A\> — BZ, .)~! sous forme matricielle:

(1.45) (W -B2; )7
_ [ Mz5 M7 \Fr(X* - Hy)™!
(A - Hp)7'GrMz) (A - Hr)7*(1+ G Mz \Fr(A\ — Hy)™")
Par (1.31), (1.40), (1.41), (1.43) et (1.45), on a (1.33). O

Soit A le contour orienté ci-dessous, et soit d le cercle dans C de centre 0 et de
rayon c; /4.

y A

PN e 4
/

Les contours A et ¢ sont les bords des domaines A’ et §'. Alors d’aprés notre choix
de c¢; et ¢ et (1.29), quand T est assez grand, on a

¢’ A’

T2(n-1) U U

(1.46) Sp(D3.1,r) = Sp(AF) C i=0 (i)

Dans la suite, on va exprimer les supertraces des termes contenant ng comme
une somme de supertraces indexées par les éléments du spectre de D2, - qui sont
inclus dans 'un des domaines du membre de droite de (1.46). ”

Pour u > 0, soit ¥, : A(TS) = A(T#S) lapplication o — u~9%>q. Pour
1<r<n,T > Tp, on pose

1 -
Frur = et T[NV [ 0= B2, )71

1 -
Fronen= grytu T[N [ 0= 02)7an],
- A
1
2mi

_ 1 [ —u) 2 \—1
Grnsom gyt Tea [NV [0 = D2 10r].

(1.47) GruT= —thupTrs [N /6 e V(A - Bf,l,T)‘ldA],
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Alors, on a
(1.48) Gr,u,oo + Fr,u,oo = QaT‘rs [N eXP(“Dg,u)] *

ProposITION 1.10. i) I existe C; > 0,C > 0,Tp > O tels que pour u > 1,T >
To,1<r <,

(1.49) Fraa = Fraon] < =00

ii) Il existe des formes a,;1,br;1 (T € [Ty, +0],1 <7 <n,—2m <i<0),C®
sur S, telles que quand u — 0, uniformément en T > To, 1 <1 <n, on a

FT,’U»T = 2?=-Zma‘7‘yi,Tul + O(”)y

1.50 .
( ) Grur = 2?=_2mbr,i,T’Ul + O(u).

Et

(1.51) Gr,u,OO = _Z'i_=1—2ma7‘,i,09ui + ch,(g-p.i.la h£r+l),

Gn,u,T = 2?:-2mbn,i,Tul-
iii) Pour1<r<n, ona

Qr 0,00 = Chl(gr, hg") - Chl(57-+1, h£'+l),

1.52
(152 bno,r = ¢Trs [N eXp(_vg(é'),'z)]'

De plus, pour 1 <r <n, quand T — +00, on a

@ri,T = Gric0o +O0(%) pour <0,
(1.53) briT = —Gri00 +O(F) pour i <0,
bnﬂ-’TT—(n—l)t + 2:}=2ar,inT—(r—l)z =bir pour i<O0.

PREUVE. i) Pour 1 <r < n,T € [To, +00], on pose
(1'54) fr,u,T = d’;lFr,u,Ty 9ru,T = 'GL';lGr,u,T-

Alors fr 4,1 €t gry 1 sont des fonctions holomorphes en u € C.
D’apres le Théoréme 1.9, il existe ¢,C > 0 tels que pour u > 1, T > Ty, on a

2
lfr,u,T - fr,u,ool < C/ e v
A

(A= Bf,l,r)‘l -(A- Df,l)“ dX
C 2

(1.55) < Fe v
Par (1.54), (1.55), on a (1.49).
ii) ¢ On a
2\\k
(1.56) e v = z;“;o(-1>kwk—A')-

En utilisant le Théoréme 1.9, (1.47) et (1.56), on a (1.50) et la premiére équation
de (1.53). On a aussi

1
(1.57) bri,T = briic0 + O(75)-
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e Comme 3 Pintérieur de d’, 0 est 'unique valeur propre possible de 1’opérateur
D2 pouru € C,ju|>1,0ona

_ 1 - 2 \—1
(1.58) Graeo = 5= Tr, [N /6 e (A —D2,) dA].

Par le méme argument que dans [B4, Théoréeme 9.29], il existe des formes by ;
(=2m < i £0), C*™ sur S, telles que pour u € C, on a

(159) Gr,u,oo = 2?:—2mb1‘7ia°°u‘i'
En utilisant [BeGeV, Théoréme 9.2], (1.58) et (1.59), on a

(1 60) br,o,oo - 1im“"+00 Gr,u,oo
PV = LT a1 NP [ e = VEH12)T1AA] = o (Ergr, hEH).

Par (1.48), (1.50) et (1.59), on a
(1.61) 22 _am(Brico + rico)u’ +O(w) = @Tx, [N exp(~D2,)]
En comparant les coefficients de u® de (1.61), on a

br,O,oo + ar0,00 = Ch,(gra h&-),

(162) br,i,oo = —Qri,0 pour 1 <0.

Par (1.59), (1.60) et (1.62), on a la premiére équation de (1.51) et celle de (1.52).
D’apres (1.57) et (1.62), on a aussi la deuxiéme équation de (1.53).
e Comme & lintérieur de &', 0 est 'unique valeur propre possible de 'opérateur
T2(m=1) A2, pour u € C,|u| >1,0n a

1 _ -
(1.63) Gru = 5= ¢Trs [N /5 e *A-B2.71) ldA].

Par le méme argument que dans [B4, Théoréme 9.29], on a la deuxiéme équation de
(1.51).

Pour T fixé, en utilisant [BeGeV, Théoréme 9.2] et (1.63), on a la deuxiéme
équation de (1.52).

iii) D’apres (1.46), pour 7> 1, on a

1 —u? -
Grnir =3 gtV [ | 0= Dh 70
r=

1 T2(r=T1)
—_— 2 —_—
(1.64) +5 e Trs [N f . (=13, 1)

72(n—-1)

n
= Z Fr,T""“u,T + Gn,T—"‘Hu,T'

r=2

En comparant (1.50), (1.51) et (1.64), on a la troisiéme équation de (1.53).
On a bien démontré la Proposition 1.10. O
PREUVE du Théoréme 1.5: Par (1.11), on a

¢ Tr, [N exp(—Dg,u,T)] = $uTr, [N exp(—u2D§,l,T)]-
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Par (1.46), il existe Ty > 1, tel que pour T > Tp, on a

1 exp(—u2))
1.65 exp(—u?D?, 1) = — / el V)Y
( ) s1.7) 2wt Jsuaurea A — Ds 1,T

Par (1.46), il existe aussi C > 0 tel que pour T > Tp, on a

exp e
(1.66) I/M o Dngd/\l < Ce

Par (1.33), (1.65) et (1.66), on a le Théoréme 1.5. O

PREUVE du Théoréme 1.6: Par (1.33), (1.47), (1.66), il existe C > 0 tel que pour
u>1,T >Ty,0na

|, [Nexp(—vz,u,T)] - Guuz|

- ]2 PupTr, [N /A - ———‘i\"p( Dngd/\” < Cever,

(1.67)

Par (1.18), (1.50) et (1.67), on a

(1.68) im [ 2{ T, [V exp(=D2 , 7)] - Grur ) ‘fu_“

T—+00 J;
+o00
By R A R O

Par (1.64), pour T' > Ty, on a

[ oG - o Ve (-vHO =5 [ g%

r=2 T-(-1)
du

(1.69)
+2/T . {GnuT ©Tr, [Nexp( V?(E)ﬂ)] }—

u

. - 1
On décompose chaque intégrale f;fﬁ._l) sous la forme [;_(._,) + fl+°°. En sommant

les termes f1+°°, on obtient un terme @, et en sommant les termes fql,_(,_,), on
obtient un terme Qo 7. Alors par la Proposition 1.10 et le théoréme de convergence
dominée, quand T" — +00, on a

Q11 2 Q10 = Z /+°° 00—

(1.70) r=2

du
+2/1 (G"'“’°° — b’ (En1, hE"“)) m

En utilisant la Proposition 1.10, et le théoreme de convergence dominée, quand
T — 400, 0n a

n+1
1.71) Qar -2 (r—1) [ch’(e,, hEr) — ch'(Ep41, h5r+1)] log T

r=2

d 1
=2 Z / r,u T— Ez—_zmar i, TU ) “ + O(T log T)
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+2 z [(bn “T + Zr—zarﬂ T) (bn i, TT (n l)z + 27-_201- 2y TT (T—l)z)]

1,——-2m

du
u

+2"Z Z am o0~

r=1 z——-—2m

_)Q2oo—22/ Fruoo_zg—_zmar,zoou)

Par (1.48) et par la Proposition 1.10, on a
“ du
1) Que=2Y [ {oT[New(-D2)] - eb'(en n)} T
r=270

n—1 .4
+2; /1 0 {G,,u,oo — b’ (Eria, hg,ﬂ)} %'

D’apres (1.48), (1.68)-(1.72), on a le Théoréme 1.6. O

f) Preuve du Théoréme 1.7. Soit F = FO 5 F! 5 ... > F™ = 0 une filtration
de fibrés vectoriels holomorphes de F sur S. Pour i > 0, on pose Gr'F = Fi/Fi+1,
Soit hF (resp h®'F) une métrique hermitienne sur F* (resp. GrF). Soit h¥ la
métrique sur F* induite par hf.

Soit G I’espace orthogonal & F**1 dans F*. Alors G* est C* -isomorphe 3 Gr'F
sur S. Soit A¢ la métrique sur G¢ induite par hG*F . Soit PG 1a projection or-
thogonale de F sur G*. On note Ny l'opérateur de nombre sur G* et GrF. Soit
' = ®hC" 1a métrique sur F = &G

Soit A%(T > 1) une famille de métriques sur F telle que hf = hF et qu'il existe
d > 0, tel que quand T — 400, pour s; € F*,s, € F¥,on a

(1.73) (s1,0200p =T (P51, PTsa), o+ O().
. (hF) 1 8 hF — lTNH (2(n NH) +O(T1;))T_NH.

Soient Vg‘,vl}", VCrF les connexions holomorphes hermitiennes sur (F",hgi),
(F,hE), (GrF, hC*F).
PROPOSITION 1.11. Quand T — +o00, on a

(1.74) wTr[(hg;")-laiTh; exp(-V5?)| = 20T [ 2 exp(—VER)| + O(zz)-
Soit
(1.75) I(F,GrF, hE, hGF) = — /1 i {cp’IY[(hT)‘ S hF exp(— v?z)]
—2<pTr[ 'TN H exp(—VGrF’z)] }dT.
Alors on a

(1.76) I(F,GrF,hE, hSF) = ch(F, GrF,hf ,hSF) dans PS/PSP.
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PREUVE. i) Soit 7 I'isomorphisme canonique de Gi 3 GriF. Soit V&' = r*VGr'F,
Soit A; € T*(®1)S ® Hom(F*, Fi*1) tel que

Fit1 "

(L.77) LA S v
On pose
(1.78) VE = @2,(VE + 4)).

Alors on vérifie facilement que quand T' — +00, on a

(1.79) VE v o VE™ 4 4, + 0(%).
et donc

1
(1.80) vE=vE + O(75):

Si l'on écrit V32 sous forme matricielle relativement au scindage F' = ®G?, alors
on obtient une matrice triangulaire.

En utilisant (1.73) et (1.80), on a (1.74).

D’aprés [BGS1, Théoréme 1.24], (1.74), (1.75) et (1.80), on a

30 [(F, GrF, hE, hO*F) = [T 2 ,Trfexp(—VE?)dT
2 ) s vy 1 aT T
(1.81) i = —ch(F, hF) + ch(GrF, hGrF).

ii) Soit P! le plan projectif complexe. Soit z le parameétre complexe standard sur
P!, et i, : S = S x P! I’application de z € S & (x,2) € S x P'. Alors comme dans
[BGS1, Théoréme 1.29] ou dans [Mal, §11(d)], on peut construire des fibrés vectoriels

holomorphes Fi et GIF sur S x P tels qu’on a les suites exactes

—~—

(1.82) 0 Fit1 5 Fi 5 Gr/F > 0.
De plus, si on note F' = F°, alors i}F = F, i, F = GrF.

Par partition de I'unité, on peut trouver une famille de métriques h¥. (resp.hC"F)
sur F' (resp. GrF) telle qu’elle vérifie (1.73), et que sous Iidentification ci-dessus,

(1.83) hiTSﬁ — hE, h;:eoﬁ _ @T-%RCIF  pisGrF _ pil,GiF _ jGrF

Alors d’apres i), le terme I (f’, GrF, hIT?, héﬁ’) est bien défini. Par la preuve de
[BGS1, Théoreme 1.29], on a

(1.84) ch(F,GrF, hF  hCF) = — / ch(F, hT) log |22.
Pl

Comme les identifications i§GrF ~ i5 GrF ~ GrF sont des isométries, on a

(1.85) / ch(GrF, hGF) log |2|2 = —ch(GrF, hS*F  hCF) = 0 dans PS/PS9.
Pl
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D’apres (1.81), (1.84) et (1.85), on a

(1.86) ch(F, GtF, hF ,hCTF) = @I(F GrF, hE, hGF) log |2
Pl

= / I(F,GrF, b, hF ) 1og|z|2 dans PS/PS°.
Pl
Par [Mal, (11.17)], (1.83) et (1.86), on a

ch(F, GrF, b, hSF) = 5 I(F, GrF, hf, hSF) — iz I(F, GrF, b, hOF)
(1.87) = I(F,GrF, hE, hOF) — 1(2, F, it GrF, i | pi%GeF)
dans PS/PSO.

En utilisant (1.75) et (1.83), on sait que
(1.88) 1 F it GrF, b= hieGF) =0 dans P5/PSO.

Par (1.87) et (1.88), on a (1.76). O

PREUVE du Théoréme 1.7: On rappelle que Pr est la projection orthogonale de
& sur KerD!. associée & h§. Par la théorie de Hodge, Iapplication s € KerD] —
Prs € KerD. est I'identification canonique. Soit Prla projection orthogonale de £
sur &7 = KerAr associée & hf. Comme en [BerB, (6.61)], on a

(1.89) Pr =T~ ppTNv,
D’apres (1.30), on a aussi

(1.90) Pr= Pn+1,T-

Soit 'E%:? espace orthogonal & FP*! HP+4(£) dans (F”HP"“?(S) £), alors '€07
et EP9 sont C°° isomorphes canoniquement sur S. Soit k6% la metrlque sur ’E” e

induite par A€%?, soit h'7) = @h'€%" la métrique sur H(E) = @'E%Y. Soit Ppg oo
la projection de H(S) = @’Sﬂf sur /£,
D’apres (1.90), pour a € FP*HY(E),3 € FP2HI(E), quand T — +00,

(a ,B)hH(s) (PTOI PT/B)hE
T2q Pr=P2[( Py, q—p1,00Q Ppyq—pa,00B) e +O(T)]

Comme dans [B4, (6.45)-(6.48)], on sait que

(1.91)

1 0 2 2, NS ~
(1.92) (REE)) la—Thg(‘f) = ZPrNvPr = T~ PNy PrT™v.
Par (1.31), (1.90) et (1.92), quand T — 400, on a
1
(1.93) (REEY-1 2 9 REE) — T‘N" (Nv + O(=))TMv.
oT T
En utilisant la Proposition 1.11, (1.91) et (1.93), on a le Théoréme 1.7. O
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2. Fonctorialité des formes de torsion analytique. Soit my : W = V,
my : V — S des submersions holomorphes de variétés complexes de fibres compactes
X,Y. Alors 13 = mp 0om; : W — S est une submersion holomorphe de fibre compacte
Z. Soit £ un fibré holomorphe sur W. Soit (E, s,drs)(r > 2,s € S) la suite spectrale
de Leray associée a la fibration Z; — Y;. Dans cette Section, on établit la fonctorialité
des formes de torsion analytique énoncée au Théoréme 0.1, dans le cas ou le rang des
fibres E, est localement constant sur S. Ce résultat est compatible & [Mal, Théoréme
3.11] quand m; et V sont projectives. Notre résultat est plus général que celui que
nous avons obtenu dans [Mal, §4], ot nous supposons que les H* sont nuls pour i > 0.

On définit en particulier la classe de Bott-Chern &1(E2, H(Z,&z), hP2, hH(Z412))
€ PS /PS’O. On montre que quand m; et V sont projectives, cette nouvelle définition
coincide avec la Définition de &I(EQ,H (Z,¢2), hF2 hH(Z42)) donnée dans [Mal,
(10.29)]. On utilise pour cela, de maniére essentielle, le Théoréme 1.2.

Pour démontrer le Théoréme 0.1, on procéde comme dans [Mal, §4]. Par rapport &
[Mal, §4], on a une difficulté supplémentaire, puisque la suite spectrale ne dégénére en
général pas en E,. Pour résoudre cette difficulté, on procéde comme 4 la Section 1, ou
nous avons considéré un probleme comparable en dimension finie, en décomposant les
supertraces du noyau de chaleur d’une superconnexion qui dépend de deux parameétres
u et T, suivant le comportement asymptotique des valeurs propres de A% quand
T — +oo. Pour calculer 'asymptotique de ces supertraces quand I' — +00 ou
u — 0, les résultats de [BerB, §6] ne sont pas suffisants, et on procéde comme dans
[Ma1, §5].

Cette Section est organisée de la facon suivante. Dans (a), on montre que le
complexe de Dolbeault muni d’une filtration convenable calcule la suite spectrale de
Leray au sens de Grothendieck [Grot]. Dans (b), on définit la classe de Bott-Chern
&(Ez,H (Z,¢2), hP2 hH(Z42)) dans le cas ou le rang des fibres E, est localement
constant sur S, et on reénonce le Théoréme 0.1 comme le Théoréme 2.6. Dans (c),
on énonce des résultats intermédiaires qui sont utilisés dans la preuve du Théoréme
2.6. Dans (d), on montre le Théoréeme 2.6. Dans (e), on étudie asymptotique de
certaines supertraces quand T — +o0 ou u — 0. Dans (f) et (g), on démontre les
résultats intermédiaires.

Dans cette Section, on utilise les mémes notations qu’a [Mal, §3, 4, 5, 10(a)].

a) Complexe de Dolbeault. Soient Z et Y des variétés complexes. Soit
m : Z — Y une submersion holomorphe de fibre compacte X. Soit £ un fibré vectoriel
holomorphe sur Z. Soit (E,,d.) (r > 2) la suite spectrale de Leray correspondant &
(m, &), définie comme dans [Mal, 10(b)].

Soit
(2.1) A (T*OD Z) = FOA(T*OV 2)) 5 FL(A*(T* V7)) > ---

») FdimY+1 (A.(T*(O’I)Z)) = {0}.

la filtration standard de A*(T*(1) Z): si0 < p < ¢ < dim Z, alors a € FPAI(T*(01) Z)
si et seulement si

X1, Xgpt1 € TX, alors ix, X,y =0.
Cette filtration induit une filtration sur le complexe de Dolbeault (Q(Z, §),5Z). Soit

(E.,d.) la suite spectrale correspondante.
Par [BerB, (1.11)] et [Mal,(10.24)], on a un isomorphisme naturel

(2.2) E, ~ H(Y,R*m,£) = E,.
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THEOREME 2.1. La suite spectrale (E..,d.) (r > 2) est canoniqguement isomorphe
a la suite spectrale (E,,d,) par un isomorphisme compatible ¢ (2.2).

PREUVE. Le reste de cette sous-section est consacré a la preuve du Théoréme 2.1.
0

Soit OF, OF les faisceaux des fonctions C* sur Z, Y, et soit D%, Dy, les O,
Of faisceaux associés aux complexes de Dolbeault sur Z, Y. Pour p > 0, DY est

le faisceau des sections C® de AP(T*(%1) Z), 1a différentielle 37 est Oz-linéaire. Par
[Go, IT 3.7], si G est un Oz-faisceau, le complexe

(2.3) DY(G) = G ®0, DY.

est une résolution de G, car pour p > 0, D} est un Oz -faisceau plat [M]. De plus
D%(@) est fin [Go, Théoréme 3.7.3]. D’ou

(2.4) RP7,.G = HP(1, DY(G)).

Soit D% le complexe de Dolbeault relatif dont D% est le faisceau des sections C*®
de A?(T*OV X) sur Z, et dont la différentielle 7" est ’opérateur 0 le long des fibres.
On remarque que 5X est Oz et O -linéaire.

Dans la suite, on note F le O z-faisceau Oz (), et (Fo, d) le complexe (D% (F), 52).
Soit F; = (F}'?) le bicomplexe de faisceaux sur Y défini par

(2.5) FPU = 1, DL (F) ®o, DY

s =Y =Z

dont les différentielles sont 1®9 : FP? — FPi* et § @1 : FP? — FPTY9, Parle
méme argument que précédemment, on sait que le bicomplexe F; est une résolution
acyclique du complexe de Oy-faisceaux . D% (F).

On filtre le complexe E(F;) = (I‘y(}'l),gz ®1+1® EY) par FP(Ty(F)) =
Gap'Zpr(.’Fl"”'). Alors d’aprés [Mal, Remarque 10.12], la suite spectrale (E.(F1),d;)
associée a I'y (F1) calcule la suite spectrale de Leray (& partir de r» = 2).

Soit F2 = (F3'?) le bicomplexe de faisceaux sur Z défini par

(2.6) Fp = Dy(F) ®0, DY

dont les différentielles sont 1® 3~ FPU — FPItL et 3 ®1: FPU - FPFLI On
note (F2,d) le complexe total correspondant.

La filtration (2.1) induit une filtration du complexe de Oz-faisceaux (D},gz).
On a donc une filtration du complexe (F2,d)

(F2,d) = (F°F,d) D (F'F3,d) = (Dy(F) ®0, F'Dy) D ---
(2.7) O (FemY+1z, d) = {0}.

De méme on a une filtration sur le complexe (D}(F),—O_Z) = (Fo,d).

Soit jo linclusion du complexe (Fo,d) dans le complexe (Fz,d) induite
par inclusion jp : F' — D%(F) qu’on tensorise par DY%. Alors jo induit une injection
du complexe filtré E(Fp) = (T'z(Fo),d) dans le complexe filtré E(Fy) = (Tz(F2),d)

Pour p,q > 0, on a aussi ’application canonique

DY (F) ®0y DY = mDY(F) ®0y men* D} — 1. (DY (F) ®0, ©* DY)
(28) - m.(D}(F) ®0, DY).
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Elle induit une application de complexes filtrés j; : E(F;) — E(F2).

Si on note (E.(F;),dr) (i = 0,2) la suite spectrale correspondante & (E(F;),d)
filtré comme ci-dessus, alors pour r > 0, j; (i = 0,1) induit une application de
complexes j; : Er(F;) = E.(F2). On a aussi

(2.9) (Er(Fo),dr) = (E;,d,).

r O

Dans la suite, on va montrer que pour 7 = 1, les j; (i = 0,1) sont des isomor-
phismes de complexes.
On calcule tout d’abord le terme Eo(F;) (: = 0,1,2).

On note &(Fo),E(F1),E(F2) les complexes (7. (D% (F)),EX), (1 (D% (F)) oy

09,5 ®1), (1.(DY(F) ®0, DY), & ®@1+108 ). Soit H(E(F;)) les cohomologies
associées.
Pour p,q > 0, on a la suite exacte suivante

(2.10) 0 — FPHIDYH 5 FPDYY 5 DY @r-100 7' DY — 0.

Comme O est un Oz-faisceau plat, et comme D% (F) est un OP-faisceau localement
libre de type fini, d’aprés (2.10), on a aussi les suites exactes :

0 - F ®0, FF'DY — F ®0, FPDY = F @0, (D) ®r-10p 7' DY) = 0.
(2.11) 0 = DY(F) ®0, FPH'DYM - DY(F) ®0, FPDYH
- Dy(F) ®0, (D ®x-10p 7 'D}) = 0,

Comme Dy (F) ®0, FPDYY, F ®0, FPDY?, D% sont des faisceaux fins, et comme
DY est un O -faisceau localement libre, par (2.11), on sait que

(2.12) EPYUF) =Ty (EUF) Qo DY).
Comme DY, est un OP-faisceau localement libre et fin, d’aprés (2.12), on a
(2.13) EPY(F;) =Ty (HY(E(Fi)) ®og DY).

Dans (2.8), pour ¢ = 0, on obtient une application de complexes j; : £(F1) —
E(F2). Soit jo linclusion du complexe £(Fp) dans le complexe £(F3), induite par
linclusion jo : F' < D%(F) qu’on tensorise par D%. Par (2.12) et (2.13), Papplication
Ji + Eo(Fi) = Eo(F2) est induite par j; : E(F;) — E(F2), et lapplication j; :
E1(Fi) = E1(F>) est induite par j; : H(E(F:)) = H(E(F)).

LEMME 2.2. Soit G un Oz-faisceau plat et fin sur Z, et soit R un Oy -faisceau.
Alors il existe un isomorphisme canonigue

(2.14) TG ®0y R~ m.(G ®p, *R).
PREUVE. En effet, on a les morphismes canoniques
G ®0y R = m.G Qp, m7*R — m,(G ®0, 7" R).

On note 7 : MG ®p, R = 7.(G ®p, m*R) le morphisme composé. Pour montrer le
Lemme, il suffit de montrer que pour tout z € Y,

Tz : (14G)z @0y, Re = (M4G ®0y R)z = Tu(G ®0, T R);.
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est un isomorphisme.

i) On suppose que R est un Oy-faisceau cohérent.

Soit z € Y, alors il existe £ € U un ouvert de Y et L des Oy -faisceaux libres de
rang fini sur U, tels que (Li)OSiSn est une résolution projective de R sur U. Comme
7 est plat, on sait que (7*(L?)) est aussi une résolution projective de 7* R sur 7~ 1(U).
Donc on a le diagramme commutatif suivant:

(2.15)
02 m(G®o, L") = ---—= m(G®p, n*L%) - 7. (G®p,n*R) —0

1 1 1
0—» mG®o, L"— oo TG ®oy LO— T.G®oy R —0.

En utilisant que G est un Oz-faisceau plat et fin, on voit que la premiére ligne
de (2.15) est exacte. D’apres [H, Exercice 2.2.1], on a aussi

(2.16) 7.(G ®0, m* L) ~ 1.G ®0, L'.

On sait aussi que le foncteur ® est exact a droite, d’ou la deuxiéme ligne de (2.15)
est exacte. Par un argument de suite spectrale, on a (2.14).

ii) Injectivité. Soit f € Kerr,; (z € Y), alors, il existe g; € (7«G)z,m; € Ry (i =
1,---,k) tels que f = £ ,g; ® r;. On note R' le sous faisceau de R engendré par
r; dans un voisinage U de z. Alors R' est un Oy-faisceau cohérent. Comme G
est plat, 'application G ®p, 7*R' - G ®p, 7*R est injective. Donc ’application
7.(G ®o, ™ R') = m.(G ®0v, ™" R) est aussi injective. Comme f € (7.G ®0, R')s,
par i), on sait que f = 0.

iii) Surjectivité. Si f € m.(G ®o, 7*R); (z € Y), alors il existe un voisinage U
de z, tel que f est une section de G®¢, 7* R sur 7~ (U). Donc pour tout y € 7~ 1(z),
il existe gy,; € Gy, 1y, € Ry (1 =1,---,ky) tels que f = X;g,,; ® 7y,; sur un voisinage
de y. Comme 7 est propre, on peut choisir y1,---,y € 7~ (z) pour représenter f.
Soient r; € R, (i = 1,---,k) les éléments correspondant & {y;};. Soit R’ le sous
faisceau de R engendré par r; dans un voisinage U’ de z, alors R’ est un Qy-faisceau
cohérent. Comme f € 7,(G ®o, 7™ R'),, d’aprés i),

f € (mG®o, R): C 12(7G ®0, R);.

On a bien démontré le Lemme 2.2. O

=X =2 - —
Les (D% (F),8), (DY (F)®0, m0%,8° ®1), (DY (F)®0, D%, 0 ®1+183")
sont des résolutions acycliques du Oz-faisceau FQp, 7*0%°, et donc pour i € {0, 1, 2},
il existe un isomorphisme naturel [H, Proposition 3.1.2A],

(217) R, F Roy ;o ~ H(E(F)).-

Par (2.17), pour 7 = (0, 1,2), les H(E(F;)) sont canoniquement isomorphes.

LEMME 2.3. Pouri=0,1, j;: H(E(F;))— H(E(F2)) coincide avec ’isomorphisme
canonique H(E(F;)) ~ H(E(F)).

PREUVE. Soit &,.(F2) (resp. &) (F2)) la suite spectrale associée au bicomplexe
E(F2) filtré par

FPE(F,) = @®pr>pTs (D%’ ®0; DY) (resp.F'PE(Fz) = @p>pma(Dy R0, D’)’(I)).
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Comme D% (F') est une résolution du Oz-faisceau F, et comme les D} (p > 0)
sont des Oz-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0,4 >0

(2.18) EPY(F) = m(F ®0, DY), EPI(F) =
On a donc
(2.19) 'p’ (Fa2) = EP(Fo), EPU(F2) =0 pour ¢>0.

Donc jo : £(Fo) = E£(F2) induit un isomorphisme de H(E(Fy)) sur H(E(F2)). De
plus, sous l'identification (2.17), jo est I'identité.

D’aprés la preuve du lemme de Poincaré pour 'opérateur 8 [GrH, p25], on sait
que D% est une résolution du Oz-faisceau 7*O. Comme les D (F) (p > 0) sont
des Oz-faisceaux plats et fins, on sait que pour p > 0,4 > 0

(2.20) EPY(F) = mu(DY(F) ®0, T OF), &EPU(F2) =0
Par le Lemme 2.2, on a
(2.21) EPOV(F) = EP(F), &PIYF)=0 pour ¢>0.

Donc j; : £(F1) = E(F2) induit un isomorphisme de H(E(F;)) sur H(E(F2)). De
plus, sous 'identification (2.17), j; est 'identité.
On a bien démontré le Lemme 2.3. O

PREUVE du Théoréme 2.1: Par (2.12) et par le Lemme 2.3, on sait que j; :
Ei(F;) = E1(F2) (i =0,1) est un isomorphisme canonique. Comme pour tout r > 1,
les j; : E.(F;) = E.(F2) sont des morphismes de complexes, on sait que pour tout
r > 1, les j; sont bijectives. Donc j; ! 6 jo donne un isomorphisme E,(Fo) ~ E,(F1).
Donc la suite spectrale (E!.,d.) = (E.(Fo),d) (r > 2) est canoniquement isomorphe
a la suite spectrale (E,,d;).

Ceci termine la preuve du Théoréme 2.1. 00

b) Le théoréme principal. Soient W,V,S des variétés complexes. Soient
m W =V, m: V = S des submersions holomorphes de fibres compactes X, Y.
Alors w3 = mpom; : W — S est une submersion holomorphe de fibre compacte Z.
Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur W. Soient R*m.&, R*73.&, R°ma. R®m1.€ les
images directes de &,&, R°m.&.

Pour s € S, on note (E,s,drs) (r > 2) la suite spectrale de Leray associée a la
fibration Z, — Y5, £. Soit n = dim Z.

On suppose que Rm1.£ est localement libre sur V, et que pour tout r > 2, p,q > 0,
le rang de EP'? est localement constant sur S. Alors les Rm.€, Rms.é, E,. (r > 2)
sont des fibrés vectoriels holomorphes sur V, S, S.

Soit w" (resp. w") une (1,1) forme réelle, fermée sur V ( resp. W), dont la
restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7¥ (resp.
g7%) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Comme dans [Mal, §3(a)], on note
pfime& pH(Z82) | pP2 les métriques L? sur R, H(Z,€ z) = Rms.&, E» associées
3 gTZ gTY | BE.

Soient Tl WY, h8), To(wY, hEm1x€) Ty(wW, hf) les formes de torsion analytique
construites dans Bismut-Kohler [BK6] sur V, S, S associées & (m,w",hé) ,
(mg,wV, AET1E) (73, wW | RE).
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Pour s € S, 7 > 2, Er11,5 est la cohomologie de (Ey 5, drs). On définit la métrique
hEr sur E, comme 3 la Section 1. En effet, pour r > 2, soit d} 'adjoint de d, pour
hEr. On pose

(2.22) D, =d, +d;.
Alors, par la théorie de Hodge
(2.23) E.;1 ~KerD,.

Donc E,; hérite de la métrique de E,. 5
DEFINITION 2.4. On définit la classe de Bott-Chern ch(E;, H(Z,§z), h*2,
rH(Z812)) € PS /PSO par la formule

ch(EBs, H(Z, & 7), kP2, hH(Z2812)) = £2 \ch(E,, Eyq1, hPr, hPr+1)
(2.24) —Ch(H(Z,£2), oo, KT (Z412) pF=).

THEOREME 2.5. Sim et V sont projectives, les définitions de c7z(E2,H(Z, &2z),
hE2 hH(Z£12)) données dans [Mal, Définition 10.15] et dans (2.24) sont équivalentes.

PREUVE. Soit (§)o<i<n une résolution 7, et m3. acyclique de fibrés holomorphes
de ¢ sur W, et F = (F“7)o<i j<n une résolution ma, acyclique de fibrés holomorphes
du complexe (R%m;.£%) au sens de [CE, chap. XVII]. Si on filtre le bicomplexe E(F) =
RO73, F par FPE(F) = @p>pR0m0. F *?" | alors la suite spectrale associée (E,(F),d,)
calcule la suite spectrale de Leray (E,,d,) (& partir de r = 2) [Mal, §10 (c)]. On
se donne des métriques hermitiennes hE"*(F) RET(F) sur EP4(F) = ROmy, FP,
EPI(F). 5

Dans [Mal, Définition 10.15], on a défini ch(Es, H(Z,§z), hP? hH(Z42)) €
P3PS0 par

1
(2:25) ch(E(F), H(E(F)), W25, WHE42)) =y “ch(Ei(F), Biga (F), B, P17
=0

Par Théoréme 1.2, on sait que le terme & droite de (2.24) est égal a (2.25). Ceci
démontre notre résultat. O

Pour la commodité du lecteur, nous énongons de nouveau le Théoreme 0.1.
THEOREME 2.6. On a lidentité suivante:

TS(WWV hE) - Tz(wva hRﬂ'l*g) - fy Td(TY7 gTY)Tl (wW7 hE)
(2.26) + [, Td(TZ,TY,g"%, g™ )ch(¢, h?)
—ch (B, H(Z,§z), kP2, hH(Z42)) =0 dans PS/PSO.

PREUVE. Le reste de cette Section est consacré a la preuve du Théoréme 2.6. O

REMARQUE 2.7. Si m; et V sont projectives, par le Théoréme 2.5, les résultats
de [Mal, §12] impliquent le Théoréme 2.6. Donc, si m; et V sont projectives, et si
les E, (r > 2) sont des fibrés vectoriels holomorphes sur S, on obtiendra ainsi deux
preuves distinctes du Théoréme 2.6. On peut aussi considérer que si les hypotheses
de [Mal] et celles du Théoréme 2.6 sont vérifiées simultanément, on obtient une autre
démonstration du Théoreme 2.5.
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Par le Théoréme 2.1, on peut noter sans inconvénient (E,s,dr;) (r > 0,5 € S)
la suite spectrale associée au complexe filtré (Q(Z;, ¢ z,), 5Z). Alors par [Mal, (5.5)],
Eo = Y, Q(X,§x)|y)- On munit Eo de la métrique h¥o construite en [Mal, (5.4)].

On rappelle que 07 UZ412) o5t 13 connexion sur Q(Z,¢z) définie en [Mal, (5.13)]. On
désigne aussi VZ° la connexion sur Eg correspondant & [Mal, (5.5)].

Dans la suite, on identifie E, & un sous-fibré vectoriel de Ey comme & la Section
1(a), [BerB, §6]. Alors on a une suite de sous-fibrés hermitiens de Eo, Eo D Ey -+ D
Er PN

Pour r > 1, soit E;- 'espace orthogonal & E,. dans E,_;. Alors D, (r > 2) agit sur
Eﬁ:,_1 comme un opérateur inversible. Pour r > 1, soit p, la projection orthogonale
de Ep sur E,. On pose p; = 1 — p,. Soit V& (r > 2) la connexion holomorphe
hermitienne sur (E,,h"r). Alors, en utilisant [B2, Proposition 1.8], [Mal, (5.25)],
comme en (1.10), on a

(2.27) VvE = p.VEop,.
Pour u > 0,7 > 1, on pose
(2.28) Dy = VE 4 uD,.

c) Des résultats intermédiaires. On utilise les mémes notations que dans
[Mal, §4]. Comme dans [Mal, §4], on supposera que S est compacte.

THEOREME 2.8. i) Pour tout u > 0,
(2.29) TETOO @Trs [Ng,u,T exp(—Bg,u,T)] = Ty, [(Ng,u + Nx) exp(—Bg,u)] .
il) Pour tout u > 0, il eziste C,8 > 0 tels que pour tout T > 1,

[T [0 €x0(~ B3, )] — 2T, [(Nx — dimX) exo(~B3,)|

c

(2.30) < w5

iii) Pour tout 0 < u; < ug fizés, il existe C > 0 tel que pour u € [ug,uq], T > 1,
(2.31) |¢pTrs [Ns 1 exp(~B2 1) | <c.

PREUVE. L’inégalité (2.30) a déja été montrée a [Mal, §5(i)]. En utilisant [Mal,
(5.43), (5.45), (5.63) et (5.67)], on a aussi les inégalités (2.29) et (2.31).
On a terminé la preuve du Théoréme 2.8. O

Pour r > 1, on pose
(2.32) ch' (B, hBr) = ¢Tx, [Nz exp(—VE"’2)] .

)£|Z)

On rappelle que h;j (2412) o5t 1a métrique L? sur H(Z,¢z) associée & g2, hf,
H(Z.£z)

et que V. est la connexion holomorphe hermitienne sur (H(Z,§z), hg (Z412) )-
On rappelle aussi que ¢(E,, h®r) € P° a été défini dans [Mal, Définition 10.3].
On a I'analogue des Théorémes 1.6 et 1.7.
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THEOREME 2.9. On a lidentité suivante

du

lim {/+°° ©Tr, [NBu'—’TeXp( -B} 2 T)] oTr, [Nzexp( VH(Z§|Z)2)]} :

T—+0c0
—28,55(r — 1) [ch’(E,., KE") = ' (Epy1,h5+1)] log T |
+o00 . , B du
- / {15 [(Wauu + Nx) exp(=B.,)] — o (Ba, 1) } =
1
—%y52C(Er, hB7) +T'(1) [ch'(Ez, hE2) _ ch (Eoo, hE> )].

(2.33)

THEOREME 2.10. Il existe § > 0 tel que, quand T — +00, on a

H(Z, H(Z
QOTI‘s[Q ( €|z)exp( v ( §|Z) 2)

2(Nx — dim X) 1

= —pTr, | = exp(-VE=7)| + O(755)-
De plus
+oco T
/ {szrs[ g(z,g,z) ( VH(Zg,z)z)]_I_(pTrs[Q(Nx dim X) exp(—VE“”z)]}dT
1 T
(2.34) = ch(H(Z,2), Eoo, hT1(%412) hB=) dans PS/PS0.

PREUVE. Les preuves des Théoremes 2.9 et 2.10 sont différées aux Sections 2(f)
et 2(g). O

d) Preuve du Théoréme 2.6. On procéde comme dans [Mal, §4]. Les termes
I? et I9 ont déja été traités dans [Mal, §4]. D’apres les Théorémes 2.8-2.10, on peut
aussi traiter les termes I et I comme on I'a fait dans la Section 1(d).

Comme dans la Section 1(d), en combinant la preuve du Théoréme 2.9, et [B4,
§6.6-6.8], on peut traiter aussi le terme & droite de [Mal,(4.8)]. Donc il existe 63, 63,
63 des formes universelles explicites sur S telles qu’on a

4
(2.35) > I? =36 - 863 — 5063

=1
En procédant comme dans [Mal, §4], on obtient le Théoréme 2.6. O

e) L’asymptotique de certaines supertraces quand T — +0c0 ou u — 0.
On utilise les mémes notations que dans [Mal, §5].

On rappelle que pr est la projection de Ey sur KerD¥ définie dans [Mal,
Définition 5.6, pr = 1 — pr, et que la norme | |o sur E est définie dans [Mal,
§5(f)]. Soit || ||®° la norme sur L(EQ, EQ) associée 3 | |o . On rappelle que pour
T > 0, Popérateur AY) = TDX + DH est défini en [Mal, (5.16)].

Pour r > 2,5 € S, soit SpDZ (resp. SpD2;°) le spectre (resp. le spectre non
nul) de D?,. Dans la suite, on fixe ¢;,c; > 0 tels que

(2.36) U,2§SpD3;3>0 Clet,co et 10,2¢1[N Uses SpDY2 = ¢.
s€
Soient 6§, A C C les contours définis comme on ’a fait aprés (1.45). Soit §', A’ les

domaines de bords par §, A. Soit U; C C défini comme en (1.28).
Le résultat suivant est établi dans [BerB, Théoréme 6.5].
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PROPOSITION 2.11. Pourr >2, A€ Uy, s € EY, quand T — +o0, on a
(2.37) A= Tr_lAgg))_ls - p,(A\=D,) pys.

Par (2.37), pour r > 2, les valeurs propres de Agg) qui sont O(T—,I_T) sont de la
forme 7= (SpD, + O(%)). D’ou, pour T > 1

! 1

)
0),2
(2.38) SpAY2N[0,2¢[C oy Y Y ey

Pour r > 2, T > 1, on pose

N 1

Prr = — A =T 1AD) 14y,
2mi J(reC,Ai=vez}

p';!:T =1- Dr,T,

qr, T = ﬁr,T = Pr+1,T-

(2.39)

Pour r > 2, soit ET,T la somme directe des espaces propres de A(T? )2 associés aux
valeurs propres A € [0, c2 /T2("1)]. Alors p, 7 est la projection orthogonale de Ey
sur E,.,T. Pour T > 1, E‘r,T est un fibré vectoriel sur S et dim ET,T = dim E,.. Pour
r > 3, soit ETfT Pespace orthogonal & E, r dans E,_; 7. Soit Eé:T I’espace orthogonal
a Ey 7 dans Eo.

Pour T'>> 1, r > 2, soit Q. 1 : B, — E,,T I’application linéaire

s€eE, - Q.rs=p,rs € Enr.

Evidemment, Papplication Q.1 (r > 2) est C* sur S. D’apres (2.37), pour T assez
grand, Q. 7 est injective pour tout s € S. Comme dim ET,T = dim E,, @), 1 est un
isomorphisme de E, sur E, . Soit Q'T’fT I'adjoint de @), 7. On pose

(240) RT,T = (?rfT?;l',T)l/z’
JT,T = Qr,TRr,T'
Alors J,. T est une isométrie linéaire de E, sur ET,T, et J. = R ’lrQ;::T'

Soit ppr(z,2'),pr(z,2')(z,z' € Zs,s € S) les noyaux C* des opérateurs p, 1, p,
relativement & dvz(z')/(2m)dimZ.

PROPOSITION 2.12. Pour tout k € N, il existe 6 > 0 tel que sous la norme C*,
pourr>2,T>1 0ona

~ 1
(241) pr,T(za wl) = pr(IlZ, xl) + O(ﬁ)
PREUVE. i) Par (2.38), (2.39), pour T'>> 1, on a

~ (0),2y—
b2t = 21? f{,\ec,|,\|=cl}(/\ - AT) )~dA

(2.42) (0 _
= 2+rz f{,\ec,|,\|=\/a}(/\ - AT)) dX.

En procédant comme dans [Mal, §5(f) et §5(g)], on sait que po r(z,z')(z, 2’ € Z;) et
ses dérivées sont uniformément bornées pour s € S, z,z' € Z,, T > 1.
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Par [BerB, (5.75), (5.85), (5.86), (5.90), (5.91)], on voit que pour A € C,|\| =
V€1, ona

(2.43) | - 49 —mr - DYy < 2.

De (2.42) et (2.43), on tire que

(2:44) ||P2 T — P2”00 < g

En appliquant la méthode de [BL, §11(p)], pour r = 2, on obtient (2.41).
ii) Pour r > 2, par (2.38),
1 1 r—1 4(0)y—1 -1~
(2.45) pr,r = J2,TD2 [2 Jor(A=T""A;7) Jz,Td)\] Jo rP2,T-
i {)€C,|A|=vez}

Soit (Jo,rp2)(z,z'), (J2'71~ D2,1)(z, ') (z,2' € Zs, s € S) les noyaux C*® des
opérateurs Ja T2, J; P2, T relativement & dvz(z')/(2r)*™Z. En utilisant (2.41) pour
r=2,0na

(J2,rp2)(2,2") = pa(z, 2') + O(7%),

(2.46) (JyrPo.r)(@,2') = pa(z,2") + O(Zr).-

Soit (Ek,T,s,dk,T,s) (s € S,k > 0) la suite spectrale associée a 2(Zs, §z,) constru-
ite dans [BerB, §6(a)]. Soit pi,7(s), D&, 1(s), Yrr1(8) = (¥h x 7(5))o<i<k (k>2,5 €
S) les opérateurs définis dans [BerB, §6(a), (b)]. On note por = Idg,,p1,7 = pr-
Soit Br 'opérateur défini dans [BerB, §5(a)]. Par la construction de [BerB, §6(a)],
Qk, 1 = P, 7Bt : (Eg,di) = (Eg,1,dr,r) (k> 0) est un isomorphisme de complexes.
Soit dZaQZ,T les adjoints de di, Qk,7. Alors

Qrr = (QkTQkT) leT’
(2.47) Dir = Qs TdekT+(Q )4 Qf -

Soit pg.r(z,2')(z,z' € Zs,8 € S,k > 2) le noyau C* de pg,r relativement a
dvz(z')/(2n)4™Z En utilisant [BerB, (5.47), (6.6)], [Mal, (5.27)], pour k > 2, on a

(2.48) per(2,3") = pr(z, ') + O(7s)-

D’aprés [BerB, Théoreme 6.2], pour p € R, ¥, 1 est une application linéaire de
EY dans (E5)**! dont la norme est uniformément bornée pour T' > 1. Par [BerB,
(6.49)], on a

(A =T AR = (A= Dp1) prr + Sy ¥, 7 /T

2.49
(2:49) +()\—Tr_1Ag?))_l(‘)\Ef rAT/Tz+D AT/T)

Dans la suite, on va montrer que
1

r—1 4(0)
(250) o {)\eC},\|=\/E}J2’T(/\ T A Y o rd) = pr’EZ+O(T6)

e D’apres (2.41) pour r = 2, (2.48), (2.49), on a (2.50) pour la norme C°.
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e Soit U une section C*® de TrS. On rappelle que la connexion V0 sur FEj est
définie & la Section 2 (b). On note VE?4(Fo) 15 connexion sur End(F,) associée 3 VEo.
Par (2.49),0n a

VIE,nd(EO)(/\ _ Tr_lAg?))‘l _ End(Eo)()\ D, T) Prer + EI_IVEnd(EO) 7‘,’\’T/Ti
2.51) +(A - Tr—lA:(zﬁ’))—l ( AST_ 1VEnd(Eo) /T’ VEnd(EO)DHd":,A’T/T)
+(Vo (= 11 AD) ) (= ASIy 0 1/ TF + DEYI, 2/T).

On remplace VEr4E0) (X — T7=1 A®)~1 dans le dernier terme & droite en utilisant de
nouveau la formule ci-dessus, et on répéte opération r fois. Alors il existe 8;, f;, g;
(1 <4< (r+1)?%) qui, pour tout p € R, sont des applications linéaires de E} dans
E{,‘_(r“) dont les normes sont uniformément bornées pour T > 1, telles que

Vg E O = 71 AR) 7 = Vg (O - Dyr)
(2.52) +i210:/T + (A = T" 1 AD) 1S5, £/ T

+ A= T AR VE, T AP = T AD) 1 S 03/ T,

L’opérateur [Vg", Ag? )] est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long de la fibre Z.
Par [Mal, (5.56)], il existe C, Cp,C1 > 0, tels que pour A € U;, s € Ep, on a

| =772 AD)s| 2 T71(Collsllgy ~ Cilslo),

2.53

(2.53) I(A - TT‘1A§9))‘13|O < Clslo-

Donc

(2.54) “ (A — TT‘1A§9))"13| 5y < Clslo:

De i), (2.47), (2.52), (2.53), (2.54), on tire (2.50) pour la norme C?.
¢ On répéte les arguments ci-dessus, alors on obtient (2.50) pour la norme C*(k >

De i), (2.45), (2.46) et (2.50), on tire (2.41) pour r > 2.
On a montré la Proposition 2.12. O

On rappelle que Vg(z’g'Z) est la connexion sur (Z,§z) définie en [Mal, (5.12)],
et que les opérateurs A, 1 et A(79 ) sont définis en [Mal, (5.14) et (5.16)]. On pose

(2.55) At = Apr-1y 7 = Or By (pr-1492 707"

Soit A(r 1) r (resp. A$,>10%) la partie de A, 7 de degré 0 (resp. > 0) dans A(T{S). Par
[Mal, (5.14) et (5.16)], on a

0 r—1 4(0
R

(2.56) >0) _ Qzgz) 1
Anr=0r(Vr T ovar—1° 7(Ts,)

On pose

(257) Reyr = [A0) 7, AG%0] + 4002,
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Par [Mal, (5.21), (5.23)], quand T — +o0, on a

(2.58) Crve PP ont = opMT N D8t 1 o(L),
CTCT(T3,T)CT = ¢(T2) + O(7)-

On rappelle que le produit hermitien ( ), sur EQ (resp. lanorme | |7, sur E})

«(0,1)
est défini dans [Mal, §5(f)], et que °V"(" “hnee
définie en [Mal, §5(b)].

DEFINITION 2.13. Pour 2< 7 <n,T > 1,s € Eyp, on pose

(2.59) Iser 1= I.’Er,Tslg + Z T2(r k)|Qk T3|0 + T2 1)| TSIT 1°

est la connexion sur A(T*1 Z)®¢

Comme dans [Mal, §5(f)], soit | |,r,—1 la norme sur E;! associée & | |r7,1-
On a P’analogue de [Mal, Théorémes 5.19-5.25].
THEOREME 2.14. Il existe C;,C>2,C3 > 0,To > 0 tels que pour T > Tp, s,s' €
A(T§.S)®Ey,
(2.60) (T AP s[E > Calsliry = Calsl,
20| (405, ADS') | < Calslrrals'lnr,
| (Rr1,15,5") | < C3(Islr,11l5"lo + |slo]s’|r,T,1)-

PREUVE. Soit (Tk_lAgg)f)'k,T)(:L',:v’), (Drpr)(z,2') (z,2' € Zs,5s € S,k > 2) les

noyaux C™ des opérateurs Tk“lAg? )'ﬁk,T, Dy.py. relativement & dvz(z')/(27)4™ 2. Par
(2.38), pour T> 1,k >2,0ona

(2.61)

-~ 1
Tk_lA(T?)Pk,T Jo, TD2 [

/ N3O =T AD) Dy rd) Ty d -
2mi J(recN=vay '

En utilisant (2.46), en procédant comme dans la preuve de (2.50), on a

~ 1
(2.62) (T* AP 1) (. ') = (Depe) (2,2) + O(5)-
Donc
(2.63) T AR g7 = Dipirey ok + O(T,;)

Pour s,s' € A(T3S)®Eo, on a

r— 0 0 r— 0 0)~
T2( 1) <A§-)S,A§-)S'>0 _ T2( 1) <A( )p2 5, A(T)pJ_TS/
(2.64) +T2(r_1)22;2 <A§9)qk,7~s, A'(r)q}c TS >0
+T2(r-1) <Agr?)5r,T3, Agf))pr,:rs >0 )

En utilisant [Mal, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T > 1, 0n a

A IA(O) \ > 12" 1)(Cllqz T3|T1 - C|Q2 T3|o)

(2.65)
+EIZLOIT20 P gy 3 + [T AD B, s 3.
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ar (2.38), (2.39) et (2.64), pour T>>1,0n a

2
(2.66) T’“IA(TO)sIO > T2 D] AP gd 153 > CoT2r=V|gs ]2

De (2.65), (2.66), on tire la premiere équation de (2.60).
En utilisant [Mal, (5.56)], (2.62)-(2.64), pour T > 1,
20| (AR5, ADs') | < G gl o'

(2.67) EZ;éCsT""’ ®)|qx,rslolgr,75'lo
+T7 1 AR By 1810/ T™ AP Br 780
< Cslslr,71|8 |r11-

En utilisant (2.41), (2.56), (2.58), (2.62) et (2.63), pour k,k' > 2, T > 1, comme en
[Mal, (5.56)], on a

()} >0) 1~ —1{ 1~ ~
<[A$',1),T’ Ai 1, %"]Pé"Tsapz T$ >0 <crrt (|P§',T3|T,1|P§L,Tsl|0

+igrslolE oIz ),
(2.68) ({Aﬁ?l’,T,Aﬁi"%]pz 78, 5ars') | < CT™ Bk rslzalars'lo,
<[A£-?1),T’A£->1 712,78, Do > < CT™ Y p2,7slo|p3 8" |11,
<[A£?1),T, £->107)"]Qk TS, QTS > | < C(T % +T7%)|gr,slolgr .5 |o-

On a une inégalité analogue 3 la derniére équation de (2.68), si on remplace g 1 ou

qr’,T Par Pr,T-
En utilisant (2.56), (2.58) et (2.68), pour T'>> 1, 0n a

oo | Brrs | < Clisllaglslo+ | (149 7, A% s, o) |
< Cs(Islr,r1ls'lo + Islols'lr,7.1)-
On a bien terminé la preuve du Théoreéme 2.14. O

Soit Uy, :-,Un(resp. Uj,---,U,,) une famille de sections C* de TrY (resp.
TrX) telle que pour tout y € V (resp. z € W) Ui(y), -, Un(y) (resp. Uj(z),---,
U] (z)) engendrent (TrY)y (resp. (TrX);). On rappelle que Dr est la famille
d’opérateurs agissant sur Ey définie en [Mal, (5.60)],

ATV Z)e¢ AT OV Z2)®E | ATV Z)®¢
Dr = {pr"Vop pr, PT°Vyp, 7, PT Vu Pt}

DEFINITION 2.15. Pour T > 0, soit D7 la famille d’opérateurs agissant sur Ey
(2.70) Dy = {P3.7QPs.r, @ € Dr} .

THEOREME 2.16. Pour tout k € N fizé, il existe Cr, > 0 tel que pour T >
1,Q1,---,Qk € D7, 5,8 € A(TRS)®Ey, on a

(2.71) | (1Q1,[Q2,- -+ [Qx, A2 1 7]+ Nls,8"), | < Clslr,71l8|r,71-

PREUVE. On considére d’abord le cas ou & = 1. Soit @ € Dr.
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A(T'(“’Z)@e prl, ovA(T'“’")Z)@e A(T*<° Vnee

Les opérateurs [°V pr, pr°Vis resp.

Qp2.1, P2,7Q (Q € D)) sont des operateurs dont les restrictions aux fibres X,(b € V)
(resp. Zs, (s € S)) ont des noyaux C* uniformément bornés pour (z,z') € XpxXs,b €
V,T > 1 (resp. (z,2') € Zs X Zs,s € S,T > 1).

1) e Par (2.39) et (2.56), on a

(2.72) [Pz QP Ay T] Par [Q’ Aﬁ?l),’%]ﬁ%m
D’aprés [Mal, Théoréme 5.21], (2.56) et (2.72), pour s,s' € A(T3,S)®Eq, on a

@13)  |([Frepte ANE]s ) | < OT* D Bpslralptrs'ira.

e Soit
Gr = [Cr v“‘z “r)crt, a0,

(2.74)
er(T37)Crt, AC) 7.

[ 2\/_T

Alors Gr, Hr sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 le long de la fibre Z, et G
est la partie de A% de degré 1 dans A(TRS).

Par [Mal, (5.16), (5.36)], (2.56) et (2.58), les coefficients de Hr sont uniformément
bornés pour T > 1. Par la Proposition 2.12, pour s, s’ € A(T3S)®Eo, on a

(2 75) | <[p2 TQp2 T’HT]S s > l = I <([Qa HT] [Qp? T +p2 Tsz T’HT])S S > |
Cllsllg3ls'lo-
e Par (2.56) et (2.58), Aﬁo) ? est un opérateur différentiel d’ordre 1 le long de

la fibre Z, dont les coefficients sont uniformément bornés pour T > 1. D’ou, pour
s,8" € A(TS)®Ey, on a

(2.76) |([rQptr 4G )5 8'), | < Clsllsgls'lo.

2) Pour montrer le Théoréme 2.16 dans le cas ou k = 1, par (2.56), (2.72)-(2.76),
il suffit de montrer que pour Q) € Dr, s,s’' € A(T§S)®FEo, on a

(2.77) |([rQB8r, TG ]5,5') | < Clslrgals'lna.

i) Pour 5,5’ € A(T3%S)®Ep, on a

([Pr@@hr Gr]s, ") = { [pr @b, Or]phrs, s’
(2.78) + < P2.7QPs 1 GT]ﬁz,TS,ﬁést'>o
+ < P2 rQP3r) GT]f’%‘,TS,ﬁz,TS'>O .

ii) Par (2.39), on a

(2.79) Qp3.rG1 — G1P37Q = [Q,Gr] — QP2.7Gr + GTP27Q.
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Par [Mal, Théoréme 5.21], (2.41), (2.58) et (2.79), on a

‘ < [ﬁiTQﬁiT, GT]ﬁiTsyﬁiT5’>o I
(280) = [{(@#hCr - Grir Qi 15,5 1), |
< O(B rslra B2 lr.a + T slolft o).

+(0,1) +(0,1)
iii)  Si Q = pJ"OVA(T Z)®§pl ou pJ'OVA(T 2)8¢,,1

P, alors, par (2.41), on a
(2.81) | <[P2 TQPz T GT]P2 Tsapz Ts ’ = I <Qp2 TGTP2 TS, PTP2 T8 > l
< Tlpz 75lo|pFP3.75'|o-

A(T.(o I)Z)®§

¢ Soit Q@ = pr®Vix pr. Par (2.74), on a

(2.82) prGrpe,T = [pTDTC VQ(Z 5'2)0— -Cr VT(Z £IZ)CT (AP T)]ﬁz,T-

D’aprés (2.58), (2.62) et (2.82), le noyau de prGrps,r est C*, uniformément borné
pour T > 1. De méme , par (2.62), le noyau de po 7Grp2,r est C*°, uniformément
borné pour 7' > 1. Donc

|([P2@btr. Gr|pors.Bhrs') | = | (@Bt rGro,rs,pritrs'), |
(2.83) = |(QprGrP2,Ts — QP2 7GTP2,18, PPy TS'),
< C|pa,rslolprPz.75 |o-

iv) Comme en iii), on a aussi
@81)  |([pa@Pir, Crlirs pers’) | < Cltasizalpars'lo

De (2.60), i)-iv), on tire (2.77). On a montré le Théoréme 2.16 pour k = 1.

3) Les commutateurs d’ordre supérieur.

On répete les arguments ci-dessus, et on obtient le Théoréme 2.16 dans le cas
général.

On a bien terminé la preuve du Théoréme 2.16. O

Pour r > 2,T > 1, on pose

— 1
(2.85) Frur= 2 A ()‘ A2, )7l

Soit F,,r(z,2') (z,2' € Z;) le noyau C® de l'opérateur F'.,r relativement
d’UZ((L")/(27T)dlmZ

THEOREME 2.17. Pour tout k € N,ug > 0, il existe C > 0,C' > 0 tels que pour
u >wug, T > To, z,2' € Zs,

plal+a'l _ , L

(2.86) sup pywr— F,ur(z,2')| < Cexp(—C'u?).
|la|<k
la'|<k

PREUVE. En utilisant les arguments qu’on a donnés au début de la preuve du
Théoréme 2.16, en utilisant les Théoremes 2.14 et 2.16, et en procédant comme dans
la preuve de [B4, Théoréme 9.20], [BL, Théoréme 13.32], on obtient le Théoréme. O
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Soit E,{-T I’espace orthogonal a ET,T dans Ejp. Si A est un opérateur linéaire de Ey
dans Ejp, on écrit A sous forme matricielle relativement au scindage Eg = ET,T ® ErfT

[ A A
A—[As ‘44}.

tel que Ay = Pr7 APy, A2 = PrT AP, - -
Par (2.27), (2.41), (2.58) et (2.62), quand T — +o0, on a
Q2.6 2).2 1
A1 11 =prD2py + pr[ Dy, VE |pr + p°V @h2)2, 4 O(75),
~ Q(z, O -
(2.87) A2 1o =Prr [CT(VT( fi2) _ cr(Ts,r))Cat, TT IASP)]p,J.:T-{-O(l),
' 2 _ =l QZz) _ 1 —1 pr—1 4(0)] ~
42415 =Bre|Cr(Vy T TaNCr T AP B +0(),

A2 ra= T2(’"‘1)A§9,l’2 + Rr1,14-

QﬁTr—l

On note aussi | |r70 la norme | |o sur EJ. Pour A € L(E EY) (k,k' €
{-1,0,1}), on note ||A||’:,’; la norme de A associée & | |rTk €| |rT K-

THEOREME 2.18. Il existe §, C > 0,1y > 0 tels que pour tout A € Uy, T >
To,’l" 2 2:

2 2 2 2 142 ~ 2 -1~
Ay ra + AL 7oV = AL 1y) T AL 13 — PrrdeT Dy g rTPr,T

(2.88)| |1'_1 ¢

< 76

»,T

PREUVE. Par (2.39), (2.60), et en procédant comme en [B4, Théoréme 9.22], pour
r>2,A€C,|\<2/cz,0na

(2.89) o
oo -rreoager [ s

“11
e VLR
De (2.59), (2.60), on tire que

| A

(2.90) | A

IN

IN
o Q9

1,-1
1,T,2 T

1,-1
2
ol

IN

1,-1
Rr,l,TA “
rT

On a aussi

(A - A?,l,T,4)’1 == Tz(r_l)A(q(“),zf)_l

(2.91) ) i
FO = T 4D A2 (B (3 — 7200 4D
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De (2.89), (2.90) et (2.91), on tire que pour r > 2, A€ U;, T > 1,0n a

-1,1 c.
<
e

o
(2.92) |02 = 42, 207t - 02 - TN AR || <7
” (2 - T2(r= 1)A(0) 2)— +(T2(r—1)A(0)2 " < 9
=T
Pour simplifier, on note la connexion CrV., A28z )C" sur (Z,§z) par Vr. En

utilisant (2.58), (2.59) et (2 68), on a aussi

7 (Ts T)CT T lA(O)]

"[ zf 2T
(2.93) [ 17 A(o)]

r,T Tr-1°

< C.
r,T

D’apres (2.27), (2.28), (2.87), (2.90), (2.92) et (2.93), pour montrer (2.88), il suffit de
montrer que

(2.94) e [Vr, T AP | (T2 AR By [V, T2 4D e

1,-1
~Pr,1Jr, TprVEOP V¥&op,J, r, Tpr T l < TOS'
On a
(2.95) B [V, T AR 5t (T2 D A i [V, T 4D | v

= ’ﬁr,TVTﬁf-:TvTﬁr,T
AP T AL B [V, BB (T2 D AR 15 [V, T AD B
+Br, 7 [V 7, Bro B (T A B [V, Br 2B e T AL B

Par (2.41), (2.58), [Vr1,pr,7] est un opérateur différentiel d’ordre 0 uniformément
borné pour T > 1.

De (2.41),(2.58), (2.59), (2.62), (2.93) et (2.95), on tire (2.94).
On a bien terminé la preuve du Théoréme 2.18. O

On rappelle que ¥, est 'application de A(T%.S) sur A(T]S) définie avant (1.47).
Pour2<r <n=dimZ, T > Tp, on pose
1 —u
FT,u,T = é——;’l./)u(pTI's [N3,T2("_1),T/ )\()\ Arl T) ld)\],
Y(¥3 A
Fovon = —apuoTr [Nz [ e - D2 ]
7,1,00 Y uPlrs Nz A r1 s
1
(2:96) Gruz = 5 =$ueTrs [N3 a1 7 / “A\ = 42, 1) 1dA] pour 7 > 1,
]

Grouoo = 5sthupTry [(N21+Nx)/ A= By,

Grinso = gyt e[Na [ €= D,)1a].
Alors pour 2<r<mn

(2.97) Fruoo + Gruoco = @Trs [NZ exp(_Dg,u)] .
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On a I’analogue de la Proposition 1.10.
THEOREME 2.19. i) Il existe § > 0,C1 > 0,C > 0,Tp > 0 tels que pour u >
1,T2T0,2§r§n,

C
(2.98) |Fru, T — Froucol < ﬁe‘clu.

ii) Il existe des formes a,;1,bpni7 (T € [To,+0],1 <r <n,—-2dimS < <0),
C™ sur S, telles que
(2.99) Gruoo = —Zi s dim §0ni,c0t’ + ch' (Bpp1, RE 1),

_ y-1 i H(Z£z),2
GnaT = Ti_5dim sbni, 70" + ¢Trs | Nz exp(=Vr |-
Quand u — 0, uniformément en T > Tp, on a
(2.100) Frwt =X _5dimstriTu’ +O0() pour r>2,
Giur = _E?=—2dim sal,i,Tui + O(v).

iii) On a
(2.101) arp,00 = ch'(Ep, hEr) — ch' (B, 41, hE"+1), pour r>2.
Il existe § > 0 tel que pour 1 <r <n, quand T — +o00, on a

Qri, T = Qrico + O(TIF),
(2102)  bniT = —Gngico + O(55) pour <0,
bni7T "+ B pa,; 7T~ "D = —ay ;7 pour i<O0.

r=2
PREUVE. i) En utilisant les Théorémes 2.17 et 2.18 et en procédant comme en
[BL, §11(p) et §13 (0)-(q)], on a (2.98).
ii) Comme & l'intérieur de &', 0 est 'unique valeur propre possible des opérateurs
Afg)l’},Df, DY2 pourr>2,u€C,|u/>1,ona

1 -
Gnur = %CPTFs _N3,T2("-1)u2,TAe_A(A - A?z,u,T)_ld’\]a
1 -
Gruco = 5—¢Trs | (Nz,u2 + Nx) /o e MA- B%,,,z)-ldx],
(2.103) Gruco = —1—,<p’nr3 (N, / e (A = D? u)‘ld/\].
27 L F ’

En utilisant (2.103) et en procédant comme en [B4, §9.13-9.14], on a (2.99).
iii) e Pour T € [Tp, +0o0], soient

(2104) fr,u,T = 'w;lFr,u,T; gru, T = ¢;1Gr,u,T~

Alors fru,1 €t gru 1 sont des fonctions holomorphes en u € C.

En utilisant les Théorémes 2.14- 2.18, et en procédant comme en [BL, §11(p) et
§13 (0)-(q)], on sait qu'il existe aussi C > 0,0 > 0 tels que pour tout u € C, |u| < 1,
T > Tp,on a

H|Q

(2.105) |frou,m = Frucol < =5,

|gr,u,T - gr,u,ool <

3la
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En particulier, quand T — +00, les fonctions { fr.v,7}, {gr,u, 7} sont des fonctions holo-
morphes uniformément bornées en {u € C,|u| < 1}. Elles ont donc un développement
en série uniforme en u au voisinage de u = 0. De (2.105), et de la formule de Cauchy,
on tire que les coefficients de ces développements convergent quand T — +o0 4 la
vitesse O(Tl;). De (2.104), on déduit le résultat correspondant pour les fonctions
Fru,1, Gru1 (qui sont elles-mémes méromorphes en u). On a bien démontré (2.100)
et les deux premiéres équations de (2.102).

e De (2.97), (2.99), (2.100), on tire (2.101).

¢ Comme en (1.64), par (2.38), pour T > Tp, on a

n
(2.106) Giur = Z Frr-r147 + G p-tn-1yy 7

r=2

Par (2.99), (2.100) et (2.106), on a aussi la troisiéme équation de (2.102).
On a bien terminé la preuve du Théoréme 2.19. O

f) Preuve du Théoréme 2.9. On procede comme dans la preuve du Théoréme
1.6.
En appliquant [Mal, Théoréme 5.15], on a

du
u
- /1 " 2{ e, [(Ng 2 + Nx) xp(~ B )] ~ Gloo } o

+00 )
(2.107) Tli)l-lt-loo/l 2{‘PTI'S [N3,u2,T exP(_Bs,uz,T)] - Gl,u,T}

En utilisant le Théoréme 2.19 et (2.106), pour T > Tp, on a

400 d n +o0 d
/1 2{G1,u,T - SOTrs [NZ exp(*Vg(Zé'Z)’z)] }Yu = ; 2/1"’ Fr,u,Tgu

—(r—-1)

—+o00
_ _gH(Zg&2)2] du
(2.108) +2 /T ot {Gn,u,T ¢Trs [Nz exp(=Vr )]} o

. - 1
On décompose chaque intégrale f;j’f’,_l, sous la forme [_._1) + f1+ . En sommant

les termes fl+°°, on obtient un terme Q1 1, et en sommant les termes f,_,l,_(,_l,, on
obtient un terme Q2 7. Alors par le Théoreme 2.19 et le théoréme de convergence
dominée, quand T — +00, on a

L +oo du
QI,T - Ql,oo = 22/ Fr,u,oo?
(2.109) r=2 “1

+o00o
2 / (Gn,u,oo — ch'(Bny1, hE"+l)) é'l_‘_
1 u

En appliquant le Théoréme 2.19, et le théoréme de convergence dominée, quand
T — +o0, comme en (1.71), on a

Qo1 =257y (r = 1) [ch' (B, h57) — (B, hEe41)] log T

(2'110) - QZ,OO = Z,T.L:—ll 1+oo 2(G1‘,u,oo _ Ch'(E,.+1, hE,._H)) iug
25T, Ji { Tl exp(~D2)]) - of (B, 1) .
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D’apres (2.97), (2.107), (2.109) et (2.110), on a le Théoreme 2.9. O

g) Preuve du Théoréme 2.10. On rappelle que Pr est la projection orthogo-
nale de Ey sur KerD% correspondant & g%Z h¢. Soit Pr la projection orthogonale de
Eo sur Ep = KerAS_,?) associée & ().

D’apres [BerB, (6.63)], pour o, ¢’ € Ep, on a

(2.111) (Pra, Pra’); = T2_dlm17 (ﬁTTNX Bra, PrTNx BTa’>0 :
Par (2.38) et (2.39), 0n a

(2.112) Pr = ppi1r.

En utilisant les Propositions 1.11 et 2.12, et en procédant comme dans la preuve
du Théoréme 1.7, on a le Théoréme 2.10. O
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